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INTRODUCCION

El proposito de este trabajo, es presentar una introduccion a los vincu-
los que existen entre ciertas estructuras de la matematica discreta,
como las relaciones de orden u los digrafos, con la topologia en general.
Es sabido que todo digrafo puede considerar como una representacion
geométrica de una relacion binaria, y que las propiedades de ésta que-
dan reflejadas en las caracteristicas de sus aristas (existencia de bucles,
orientacion, aristas paralelas, etc...). Asi, por ejemplo, si la relacion es de
orden, aparecera un bucle en cada vértice, un par de aristas en sentidos
opuestos entre cada par de vértices, una arista entre los vértices inicial
y final de dos aristas consecutivas, etc.

Por otra parte, Alexandroff introdujo en 1937 un tipo de espacios
topologicos, que [lamé .epacios discretos”, caracterizados de forma que
cada punto del espacio admita un entorno minimo. Dichos espacios,
[lamados actualmente espacios de Alexandroff o A-espacios, presentan
la propiedad caracteristica de que estan en biyeccion con las relaciones
de (pre)orden, y aquellos que satisfagan el axioma T, lo estan con las
relaciones de orden parcial. Evidentemente dicho axioma es el iinico que
tiene sentido considerar sobre dichos espacios, pues una A-topologia
que sea [; es la discreta.

Una clase importante de A-espacios son los espacios finitos, que
en las ultimas décadas han ganado especial importancia en la teoria
de homotopia de complejos celulares, y en la topologia digital. Siendo
precisamente su interpretacion como conjuntos ordenados lo que des-
tacados autores de dichos campos senalan como razon principal, pues
esa vinculacion entre topologia y orden hace posible la mutua influen-
cia entre ambos mundos, el topologico y el algebraico, la traduccion
de conceptos y propiedades topologicas a términos y enunciados de la
teoria de reticulos.

Pero puesto que los espacios finitos son relaciones de (pre)orden, y
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éstas son grafos, teniendo en cuenta su diagrama de Hasse asociado,
se tiene asi que la clase de los espacios finitos es equivalente a la
clase de los grafos dirigidos (ver [29]), lo que pone de manifiesto que
ambas categorias son de cierta forma equivalentes. Una topologia
sobre un conjunto finito es un grafo dirigido, y una aplicacion continua
entre espacios finitos es un homeomorfismo entre los correspondientes
grafos.

Aparte de la vinculacion estructural senalada, hay otra cuestion
en la que se observa una clara e interesante relacion entre los grafos
y la topologia, aparte, claro esta , de la que se tiene cuando se deja
de considerar un grafo como un objeto conjuntista o combinatorio. Y
a traveés de su representacion en el plano o en el espacio, pasamos a
considerarlo como un objeto geométrico. En ese momento surgen los
problemas de la planaridad, superficie mas sencilla en la que se puede
sumergir, etc. La cuestion a que nos referimos se plantea en cuanto se
empieza el estudio de los grafos, y tiene que ver con la idea de conexion
que se define; ;qué relacion existe entre la conexion de un grafo y el
concepto de conexion en un espacio topologico?. La distancia geodésica
produce la topologia discreta en el conjunto de vértices de un grafo,
luego se plantea el problema de si es posible definir una topologia en el
conjunto de vértices, de forma que sus subconjuntos conexos sean los
mismos que los subgrafos conexos inducidos por sus elementos. Este
problema fue resuelto en [9] para ciertos grafos localmente finitos, y en
[28] se extendio la solucion a grafos infinitos mas generales. Finalmente,
en [?], se probo que la caracterizacion obtenida en [9] es valida para
cualquier grafo.

Senalamos por Gltimo que la inclusion en este trabajo de los capitu-
los dedicados a las propiedades topologicas de los A-espacios, estan
relacionadas Unicamente con la Topologia General y ajenas a la Teoria
de Homotopia o a la Topologia Digital. Es necesaria para presentar de
forma completa y detallada el Capirulo seis los resultados de [9] y [20]
que hemos citado.

En cuanto a la estructura presentada, senalamos que esta dividida
en seis capitulos. En los dos primeros se exponen un breve resumen de

los resultados de topologia, relaciones de orden y teoria de grafos que
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se usan a lo largo del trabajo. Los capitulos tercero y cuarto estan dedi-
cados a las propiedades de topologia general de los A-espacios (bases
minimas, conexion, compacidad...), incluyendo en el cuarto aquellas
mas directamente ligadas a su orden de especializacion. En el Capitu-
lo quinto se recogen algunas propiedades especificas de los espacios
finitos (nimero de topologias sobre un conjunto finito, caracteriza-
cion de las aplicaciones continuas entre ellos, matrices que reflejan las
propiedades topologicas esenciales).

Por ultimo, en el Capitulo seis, se indican dos topologias definidas
recientemente sobre los vértices de un grafo (ver [15, 24]), y se expo-
nen los resultados de [?], asi como algunos ejemplos que ponen de
manifiesto como las topologias que se pueden definir sobre un grafo
compatibles con sus propiedades de conexion, estan relacionadas con

la estructura del grafo.






ABSTRACT

The main goal of this Final Degree Proyect consists on stablishing
links between binary relation, order relations and graph theory unther
a topological point of view . Alexandroff spaces will play a key role
through all the manuscript. Main results on compatible topology on

graph, are considered.
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NocioNES BAsicAs DE TOPOLOGIA.

1.1. ALGUNAS DEFINICIONES PREVIAS.

Definicion 1.1.1. Un espacio topologico es un par (X, T), donde X es
un conjunto y T una familia de subconjuntos de X, llamada topologia
sobre X y cuyos elementos son [lamados abiertos DE T, verificandose

las siguientes propiedades:
1. El conjunto vacio ) y el propio X son abiertos.

2. La interseccion de cualquier cantidad finita de abiertos es un

abierto.
3. La union de cualquier cantidad de abiertos es un abierto.

Los conjuntos cerrados son los complementarios de los conjuntos

abiertos y:

F={AS AcThL

Con A€ el complementario de A en X.

Definicion 1.1.2. Sea (X, T) un espacio topologicoy A C X. Se dice
que x es un punto adherente a A si todo abierto de T que contenga a x
cortaa A. El conjunto de los puntos adherentes a A se llama clausura de
Ay se denota por A. Si x € A \ {x}, x se llama punto de acumulacién
de A. El conjunto A’ formado por los puntos de acumulacion de A se
[lama derivado de A. Se dice que x es un punto interior de A si hay
algin abierto que contenga a x contenido en A. El conjunto de los

puntos interiores de A se llama el Interior de A y se denota por int(A).
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Definicion 1.1.3. Otra forma habitual de obtener una topologia sobre
un conjunto es a traveés del llamado operador clausura (Kuratowski)
que es una aplicacion, vy : P(X) — P(X) satisfaciendo las siguientes

condiciones:
1. v(0) = 0.

2. ACvy(A).

4. Y(AUB) =v(A) Uy(B).

Se prueba que la familia

Ty ={A C X X\ A =y(X\ A)}
es una topologia sobre X Ilamada topologia asociada a 'y cuyos

cerrados son los conjuntos A C X tales que Y(A) = A.

Definicion 1.1.4. Se dira que un subconjunto N de un espacio to-
pologico (X, 7T) es entorno del punto x € X si existe un abierto U
verificando que x € U C N. El conjunto de entornos de un punto

x € X se denotara por N7.

Las propiedades fundamentales de los entornos son las siguientes
Proposicioén 1.1.5. Dado un espacio topologico (X, T):

1. N7 £0.

2. x € U, paratodo U € Ng.

3. Sil e NJ y U C V C Xentonces V es un entorno de x.

4. Si Uy, Uy € N7, entonces Uy N, € NY.

5. Paratodo U € N7, existeun V€ NJ talqueVC Uy V € Ng
paratodoy € V.

Una consecuencia directa es que, un subconjunto A C X es abierto

si y solo si es entorno de todos sus puntos.
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Definicion 1.1.6. Dado un espacio topologico (X, T), se dice que B C
J es base de abiertos de 7 si todo elemento de T se puede poner como
union de elementos de B.

Sea B una familia de abiertos de un espacio topologico (X, 7).
Entonces, B es base de T si y solo si para todo A € T y para todo
x € A existe By, € B tal que x € B, C A.

Si B es una base de abiertos en un espacio topologico (X, T), tam-

bién se dira que B es una base de la topologia 7.

Definicion 1.1.7. El conjunto de bases para una topologia T es un
conjunto parcialmente ordenado bajo la relacion de inclusion, y un
elemento minimal respecto a dicha relacion se llama base minimal de la
topologia T, es decir, que no existe otra base de T que esté propiamente

incluida.

Nota 1.1.8. Sea (X, 7) un espacio topologico finito. Para x € X de-
finimos U, = [{A C X : Aesabiertoyx € A}. Se verifica que

U = {Uy}xex es una base minimal de 7.

Proposicion 1.1.9. Sean B y B’ bases para las topologias Ty T,

respectivamente, sobre X. Entonces son equivalentes:
1. 7' =7.

2. a) SiBe Byx e B,existe B’ € B’ talquex € B’ C B.

b) SiB’ € B’y x € B',existe B € B talquex € B C B'.
Definicion 1.1.10. Sea (X, T) un espacio. Una subbase para la topo-
logia T es una subcoleccion D C T con la propiedad que la familia

formada por las intersecciones finitas de elementos de D es una base

para T.

Ejemplo 1.1.11.
X={a,b,c}y T ={0,{a},{a, b},{a,c}, X}. Luego:

Uq ={a}(Na, b} Ha,c}NX ={a}
Uy = {aab}mx = {Cl,b}
Ue = {aa C}ﬂX = {a)C}
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Definicion 1.1.12. (X, T) es un espacio topologico,y A C X, se define
la topologia relativa sobre A como T4 ={ANU: Ue T}

Proposicion 1.1.13. Si B es una base para (X, T), entonces

Bar={ANB:BeB}
es una base para el subespacio (A, Ta).

Proposicion 1.1.14. Dado un conjunto X. B C P(X) es una base para

una topologia en X si y solo si cumple que
1. X = J{B: B € B}, es decir, B es un recubrimiento de X.

2. Dados U,V € Byx € UNV,existe B € Btalquex € B C UNV

es union de elementos de B.

Dicha topologia se Ilama topologia generada por B, y se denota
por T(B).

Notese que, en particular un recubrimiento B € P(X) cerrado para

intersecciones finitas es una base.

Definicion 1.1.15. Sea {Xi, T;}, una familia arbitraria de espacios

topologicos. Su producto cartesiano es el conjunto

X=]]Xi={f: T— UX;: f(i) = x;,x; € X;}
iel

El elemento x; se suele llamar coordenada i-ésima y se suele denotar
en el caso de un conjunto finito de indicies por (X1,...,Xiy...,Xn)
con 0 < i< n. Laaplicacion dada por py @ [ [;c; Xi — X; dada por
Pi(x) = x4, se llama i-ésima proyeccion sobre el factor X;.

Podemos dotar a X de la topologia producto, denotada ;<1 73, que
es aquella que tiene como subbase los conjuntos de la forma {p;1 (U;)}
donde U; € TJ;. La topologia producto tiene como base los conjuntos
de la forma Hie] U; tales que existe un subconjunto finito ] C I con
U; =Xisiite I\ ]y U €T;, un abierto, sii € J.

En el caso de tener el producto de dos espacios topologicos (X, T)

e (Y,77) la topologia producto la denotaremos por T T”.
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Definicion 1.1.16. Sea (X, T) un espacio topologico y ~ una relacion
de equivalencia sobre X. El cociente Y = X/ ~ de clases de equivalencia.

Se define la topologia cociente, T/ ~

T/ ~={VC X/~ q (V) es un abierto de X}

donde q : X — X/ ~ es la aplicacion cociente, definida por

q(x) = [x].

El siguiente resultado, cuya demostracion es inmediata, que esta-
blece la relacion entre las bases de abiertos y las bases de entornos de
una topologia. Donde a partir de una base de la topologia se obtiene

una base de entornos abiertos para cada punto y viceversa.

Proposicion 1.1.17. Dado un espacio topologico (X, T):

1. Si Besbasede Ty x € X, entonces B(x) ={B € B:x € B}es

una base de entornos abiertos de x.

2. Si para cada punto x € X se tiene una base de entornos abiertos
B(x), entonces B = (J, .x B(x) es una base de 7.

Definicion 1.1.18. Una distancia (o métrica) sobre un conjunto X es

una aplicacion d : X x X — R verificando las siguientes propiedades:

1. d(x,y) > 0, para todos x,y € X.
2. d(x,y) =0siysolosix =y.
3. d(x,y) = d(y,x), para todos x,y € X.

4. d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y), para todos x, y, z € X (Desigualdad

triangular).

Un conjunto X sobre el cual hay definida un distancia d se denomina

espacio métrico, y se denota por (X, d).

Si la condicion 2. se cambia por d(x,x) = 0, entonces d es una

psudodistancia, y el par (X, d) se llama espacio psudométrico.
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Si (X, d) es un espacio pseudomeétrico, Tg ={A C X : paratodo x €
A existe B(x, 1) C A} se llamala topologia métrica y por definicion

una base de esta topologia es {B4(x,1): x € X; v > 0.

Definicion 1.1.19. Un espacio (X, 7T) es segundo numerable si T ad-

mite una base numerable B.

Definicion 1.1.20. Un espacio se dice separable si existe un subcon-

junto denso y numerable.

Los espacios segundo numerables son siempre separables, y estas

dos nociones son equivalentes para espacios métricos.

Definicion 1.1.21. Se dice que una aplicacion f: (X;T) — (Y,T’)
es continua en un punto x € X si para todo U € Nf:r('x) existe V.€ N7
tal que f(V) C U.

Si BY y Bg{x) son bases de entornos de x en T y de f(x) en T/,
respectivamente, entonces f es continua en x si y solo si para todo
ue 3;{(;) existe V € BY tal que f(V) C WL

Una funcion se dice continua si lo es en cada punto x € X.

En el siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en [14]
(pagina 80). Se indican las condiciones equivalentes para la continuidad

de una funcion.

Teorema 1.1.22. Sean X e Y espacios topologicos,y f: X — Y una

funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. f es continua.
2. Laimagen inversa de un cerrado en Y es un cerrado en X.

3. La imagen inversa de un elemento de una subbase (base) para Y

es un abiertoen X .

4. Para cada x € X y para cada entorno N¢(y) en Y, existe un
entorno My de X tal que f(My) C Ng¢(y).

5. f(A) C f(A) paratodo A C X.

6. T1(B)

N

f~1(B) paratodo B C Y.
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Definicion 1.1.23. Decimos que una aplicacion f: (X, T) — (Y, T7)
es abierta (cerrada) si la imagen de un subconjunto abierto (cerrado)

de T es un abierto (cerrado) en T”.

Proposicién 1.1.24. Dada una aplicacion f: (X;,77) — (X2, 732),

son equivalentes:

1. T es cerrada

2. f(A) C f(A) paratodo A C Xj.

Definicion 1.1.25. Decimos que una aplicacion f: (X, T) — (Y, T’)
es un homeomorfismo si f es biyectiva, continua y con inversa continua.
Esto es equivalente a decir que f es continua, biyectiva y con inversa

abierta (cerrada).

1.1.1. CoONEXION Y CONEXION POR CAMINOS.

Definicion 1.1.26. Sea (X, T) un espacio topologico y sean O, O, C
X. Se dice que O y O, separan al espacio X si:

1. O7 y O3 son no vacios.
2.0,N0, =10

3. 01 U0, =X

Definicion 1.1.27. Un espacio topologico (X, T), se dice conexo si no
existen subconjuntos propios de X O y O, abiertos tales que separen
a X. Un subconjunto A C X es conexo si (A, T4 ) lo es.

La componente conexa C(x) de x es el mayor subconjunto conexo
de X que contiene a x, y se verifica que la familia {C(x) : x € X} es
una particion X formada por conjuntos cerrados.

Si (X, T) no es conexo, se dice que X es disconexo, y se dice total-

mente disconexo si C(x) = {x} para todo x € X.

Ejemplo 1.1.28.

Los siguientes espacios son conexos:

1. El espacio de Sierpinski. (X, T) con X ={a, b}y T = {0, X, {a}}



8 ‘ 125 TopPoLOGIAS, RELACIONES BINARIAS Y (D1)GRAFOS.

2. R™ con la topologia euclidea.

3. Cualquier conjunto con la topologia discreta es totalmente dis-

conexo.

4. Cualquier conjunto con la topologia discreta es localmente cone-

XO.

Definicion 1.1.29. Un espacio topologico X se dice localmente cone-
xo si todo punto admite una base de entornos abiertos formada por

conjuntos conexos.

Ejemplo 1.1.30.
1. Cada intervalo en la recta real usual es localmente conexo.
2. Los espacios euclideos son localmente conexo.
3. Q o R\ Q son totalmente disconexos.

Definicion 1.1.31.

1. Dado un espacio topologico (X, T) un camino de x ay en X, es
una aplicacion continua f : I = [0, 1] — X con I dotado de la
topologia euclidea, verificandose que f(0) =xy f(1) =y, x se
[lama punto inicial y y se llama punto final del camino f.

2. Un espacio topologico X se dice conexo por caminos si para cada

X,y € X existe un camino en X que une x e y.

Definicion 1.1.32. Un espacio topologico X se dice localmente cone-
X0 por caminos si todo punto admite una base de entornos abiertos

formada por conjuntos conexos por caminos.

Proposicion 1.1.33. Todo espacio X conexo y localmente conexo por

caminos, es conexo por caminos.
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1.1.2. COMPACIDAD.

Definiciéon 1.1.34. Una familia A = {A;}ic1 de subconjuntos de X se
dice que es un recubrimiento de X si X = (J;.; Ai. Se dice que A es un
recubrimiento abierto de X si es un recubrimiento de X formado por

abiertos.

Definicién 1.1.35. Un espacio (X, 7) se dice que es compacto, si to-
do recubrimiento abierto A de X admite una subcoleccion finita que

también recubren a X.
Teorema 1.1.36.

1. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacion continua

es un espacio compacto.
2. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

En cuanto al producto de espacio compactos, se tiene el siguiente
resultado, conocido como Teorema de Tychonoff, que fue la razon prin-
cipal para considerar sobre un producto arbitrario infinito la topologia

producto dada en la Definicion 1.1.15. Su prueba puede encontrarse en
[1] (pagina 138).

Teorema 1.1.37. Si{(Xi, Ti}ic1 es una familia de espacios compactos,

entonces [ [..; X; con la topologia producto (ver Definicion 1.1.15). Es

iel
un espacio compacto.

Definicion 1.1.38. Un espacio (X, 7T) es localmente compacto si existe
una base de entornos compactos. Es decir, un espacio es localmente
compacto si para todo x € X y para todo abierto U que contiene a x,
existe un abierto V' y un compacto K talquex € V C K C L

1.2. AXIOMAS DE SEPARACION, Ty, T Y T).

Los espacios Ty son la forma mas débil de separacion entre los puntos

de un espacio topologico.
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Definicion 1.2.1. Un espacio topologico X se dice que es Ty o de
Kolmogorov si para cada par de puntos distintos x,y € X. o bien existe
un entorno U de x tal que y ¢ U o bien existe un entorno U de y tal

que x ¢ U (ver figura 1.1).

Figura 1.1: Axioma de separacion Tp.

Es inmediato comprobar que esta condicion es equivalente a la
obtenida cambiando entorno por abierto. El siguiente resultado es

consecuencia inmediata de la definicion.
Ejemplo 1.2.2.

1. Si X tiene mas de un punto y T es la topologia indiscreta, (X, T)

noes Tg.
2. SiX={a,bly T={0,X,{a}}, (X,T) es To.

3. Si sobre R? se considera la psudometrica d,((x,y), (x',y’)) =
Ix — x|, entonces (IR, d,,) no es Ty. En efecto, una base de dicho
espacio son las bandas verticales abiertas, y como se observa
en la figura 1.2, todo abierto basico que contenga al punto a,

también contiene al punto b.

En general, ninglin espacio psudomeétrico es Tp.

En la Proposicion 1.2.3 se indican formas equivalentes de entender

la propiedad de separacion Tp.

Proposicion 1.2.3. Sea (X, T) un espacio topologico. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. (X, T) es To.
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Figura 1.2: Bandas verticales abiertas.

2. Para todo X,y € X con x # y, se verifica que {x} # {y}.

3. Paratodo x € X, el conjunto derivado {x}" es unién de conjuntos

cerrados.

Demostracion. Veamos en primer lugar que 1) = 2). Sean x,y € X
con X # Y. Se tiene, por hipotesis, que existe un entorno V, de x con
y ¢ Vx ounentornoV, dey conx & Vy. Asi, x ¢ [yloy ¢ {x}. Por
tanto, {y} # {x}.

Para probar 2) = 3), veamos que {x}' = U{{y}; y € {x}, y # xJ.

Siy € {x} — {x} se tiene que {y} C {x} y como x # y se verifica,
por hipotesis 2), que x ¢ {y}. Asi, [y} C {x} — {x} = {x}". Por tanto
x} € Uyl y € {x}, y # x}. La otra inclusion es evidente.

Por Gltimo veamos 3) = 1). Sean x,y € X con x # y. Entonces,
y ¢ {x} oy € {x}. Por 3) se tiene que {x} = Uier Ci, donde C; es un
cerrado para todo i € 1. Luego, siy € {x} , por definicion de clausura
y ¢ {x}, por tanto X — {x} es un entorno de y que no contiene a x.

Siy e {x}, existei € Icony € C; C {x}. Por tanto, X — C; es un

entorno de x que no contiene a y. |

Definicion 1.2.4. Un espacio topologico (X, T) es T; si para cualquier
dos puntos distintos de X, existen entornos de cada uno de los puntos

que no contienen al otro (ver figura 1.3).
Es facil comprobar que las siguientes condiciones son equivalentes.

Proposicion 1.2.5. Dado un espacio (X, T) las siguientes condiciones

son equivalentes.
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Figura 1.3: Axioma de separacion Ty.

1. XesT;.

2. {x} es cerrado para todo x € X.
3. {x} =nN{N; N e NTL

4. (U e T: x e U} ={x}.

Notese que dicho resultado es consecuencia inmediata de la defini-
cion, pues en un espacio Ty dados dos puntos distintos existen entornos

(abiertos) que contienen a uno, pero no contienen a otro.

Definicion 1.2.6. Un espacio topologico (X,T) es T, o Hausdorff si
para cualquier par de puntos x, y de X con x # y existen entornos Uy

de x y Uy de y tal que Uy Uy = 0, (ver figura 1.4)

Figura 1.4: Axioma de separacion T,.

Proposicion 1.2.7.

1. Sea M = (X, d) un espacio métrico. Entonces M es un espacio
de Hausdorff.

2. Sea M = (X, d) un espacio pseudométrico y sea (X, Tq4) el espa-
cio topologico sobre X inducido por d. Entonces (X, Tq4) es un

espacio métrico si y solo si es un espacio Ty
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Demostracion.

1. Seax,y € Xconx #y.d(x,y) =€ >0,y las bolas abiertas de

radio %, Be(x, E)yBe (y, Z) son abiertos disjuntos que contienen

a x e Yy respectivamente.

2. Supongamos que (X, d,,) es un espacio métrico. Entones que sea

To es consecuencia directa de 1.

Supongamos ahora que (X,T4) es Tp. Sea a,b € X,;a # b.
Entonces existe U € Ttalque (a e Uyb & U)o (beUya¢
u).

Supongamos que a € Uy b ¢ U. Luego, por la definicion de
la topologia T4 existe € > 0 tal que B.(a) C U. Como b ¢ U,
d(a,b) > €. Ycomo e > 0, d(a,b) > 0y por tanto (X, T4) es

un espacio meétrico.

La propiedad de separacion Ty es hereditaria, lo cual quiere decir

que todo subespacio topologico de un espacio Ty es Tp.

Proposicion 1.2.8. Sea (X, T) un espacio topologico entonces se veri-

fica la siguiente cadena de implicaciones T, = Ty = Tj.

Demostracion. En primer lugar veamos que T, = Ty. Por definicion

de espacio T,
Vx,y € S con x #y U,V abiertos | x € U,y € V, UNV = ().
Como U NV = () se sigue, por ser disjuntos, que:
xeUl=x¢VyyeV=yg¢lUu
Luego si x € U,y € V se tiene que:
Existe U abierto, tal que x € Uey & U,
y lo mismo para V, es decir:

Existe V abierto, tal quey € Vyx ¢ V.
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Veamos ahora que T; = Ty. Sea (X, T) un espacio T y sea x,y €
X, x # y. Por ser (X, T) un espacio Ty

Existe Ue Tconx e U,y¢ VydVe Tcony € V,x & V.

Luego existe U € T tal que x € U,y ¢ U o existe V € T tal que
y € V,x ¢ U. Por lo que este espacio es Ty.
[ |

Nota 1.2.9. Ninguna de las implicaciones anteriores se tienen en sen-
tido contrario. Por ejemplo, un espacio que es Ty pero no Ty es (X, T)
donde X = {a, b}y T = {X, 0,{a}} (Sierpinski). Y una que es T; pero
no T, es IR con la topologia cofinita, T = {{), R}U{A C R;donde R\ A

es finito}.

El siguiente Teorema es un resultado interesante, pues muestra
que existe una equivalencia en relacion con los axiomas de separacion
que se encuentra en los factores de un producto cartesiano y el mismo

producto. Para la prueba del Teorema 1.2.10 ver la pagina 110-111 de
[1].

Teorema 1.2.10. Sea (Xj, Tj);jcy una familia de espacios topologicos,
entonces Hje] Xj es Tj siy solo si cada uno de sus factores X; es Tj,

coni=0,1,2.

Se finaliza el capitulo con el siguiente resultado para espacios T,

compactos.
Teorema 1.2.11.
1. Todo subespacio compacto de un espacio T, es cerrado.

2. Si f : X — Y es una aplicacion continua y biyectiva, y X es

compacto e Y es T, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. 1. Sea A unsubespacio compacto del espacio T, X.
Probaremos que X \ A es abierto, luego A sera cerrado. Sea

xo € X'\ A. Vamos a demostrar que existe un entorno de X que
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no cortaa A. Para cada puntoy € A, elijamos entornos disjuntos
Uy, Vy de xo e Y respectivamente (utilizando la condicion de
ser T,). La coleccion {Vy, : y € A} es un recubrimiento de A
por abiertos de X, por tanto, podemos recubrir A con un numero
finito de estos conjuntos, por ejemplo Vy,, ..., Vy. . El conjunto
abierto V.=V, U---UV, contiene a A,y es disjunto del abier-
toU = U,, N---NUy, que seforma al tomar la interseccion de
los correspondientes entornos de xo, ya que si z € V, entonces
z pertenece a algiin V,, 1 =1,...,n, por tanto z ¢ Uy, y asi

z ¢ U. Por tanto, U es un entorno de Xy que no corta a A.

2. Probaremos que las imagenes de conjuntos cerrados de X bajo
la aplicacion f son también cerrados en Y, con esto, probaremos
la continuidad de f~'. Si A es una cerrado en X, entonces A es
compacto. Por tanto, el Teorema 1.1.36 nos asegura que f(A) es
compacto. Ahora bien, como Y es T,, por el primer apartado se

tiene que f(A) es cerradoen Y.
[ |






RELACIONES BINARIAS.

2.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS.

Definicion 2.1.1. Una relacion sobre X es un subconjunto R C X x X

y se escribira xRy si (x,y) € R.
Definicion 2.1.2. Se dice que R es:
1. Reflexiva para todo x € X si xRx.
2. Simétrica, si xRy < yRx.
3. Antisimeétrica, si xRy e yRx, entonces x = y.
4. Transitiva, si xRy e yRz, entonces xRz.

Una relacion se dice que es una relacion de equivalencia si verifica

las propiedades, reflexiva, simétrica y transitiva.

En el desarrollo del trabajo jugaran un papel fundamental las rela-

ciones de orden.

Definicion 2.1.3. Una relacion < sobre X reflexiva y transitiva se
[lama preorden y el par (X, <) conjunto preordenado.
Para cada x € X los conjuntos | x ={y € X:y < x}y T x =
{y € X :y < x} se llamaran segmento inferior y segmento superior
respectivamente. También se suele denotar por (<, x] o (x, —].
Decimos, que a es un limite inferior de un conjunto Y C X,y b es
un limite superior, si a < x paratodox € Y,y x < b paratodox €Y,

respectivamente.
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Definicion 2.1.4. Un orden parcial sobre un conjunto X es una rela-
cion transitiva, reflexiva y antisimétrica. Un conjunto parcialmente
ordenado, o poset, es un conjunto no vacio X equipado con un orden
parcial <.

Decimos que X es un conjunto totalmente ordenado, cadena, o
simplemente orden sobre X, si todos los elementos de X se pueden
comparar bajo la relacion <. Una anticadena es un poset en el que

dados x,y € X, x <ysiysolosix =y.

Definicion 2.1.5. Si (X, <) es un conjunto preordenado. Un elemento
x € X es un elemento maximal (minimal) si paracadaz € X, x < z
(z < x) implica que x = z. x se llama maximo (minimo) si para todo
yeXy<xx<y).

Definicion 2.1.6. Un conjunto superior (también llamado conjunto
creciente) en un conjunto parcialmente ordenado (X, <) es un sub-
conjunto A con la propiedad de que, si x € Ay x < y, entonces
y eA.

La nocion dual es conjunto inferior (alternativamente, conjunto
decreciente), que es un subconjunto A con la propiedad de que, si
x € Ayy < x,entoncesy € A.

Definicion 2.1.7. Sea (X, <) un conjunto preordenado. Para A C X
y x € X denotamos:

1. JA={yeX:y < xparaalginx € A};.
2. 1A ={y e X:x << yparaalginx € A},

Obsérvese que el elemento x € A de la definicion anterior depende

del elemento y dado.

Nota 2.1.8. Notese que | x =/ {x} y T x =1 {x} y se verifica que:
1. TA=U7Txconx € A.
2. JA=Ulxconx € A.

3. A es un conjunto inferior si y solo si A =] A.



Fernando Canizares Romero 19 | 125

4. A es un conjunto superior si y solo si A =1 A.

Proposicion 2.1.9. Sea (X, <) un conjunto preordenado, entonces si
a C X, se tiene que T (X\ A) =X\ Asiysolosi|] A=A.

Demostracion. Como es trivial que A C| A basta probar que | A C
A.Seax €] A, entonces x < y, para alginy € A (que depende de
x), luego y €7 x, si se admite que x € (X' \ A), comoy > x, se tiene
quey €1 (X\ A),como T (X—A) =X —A, como se tiene quey € A
esto es una contradiccion. La demostracion del reciproco es totalmente

analoga.

Definicién 2.1.10. Dadas dos topologias Ty T’ sobre un conjunto X,
se dira que T es menos fina que 7’ (o T’ mas fina que T) cuando T C T,
y se denota por T’ = T. El conjunto TOP(X) de las topologias sobre X
es un conjunto parcialmente ordenado respecto a dicha relacion (ser
mas fina que).

SiTy T’ € TOP(X), se tiene que infT, T =T NT" € TOP(X) y
sup(7T,T’) es la topologia que tiene como subbase T U T”.

Definicion 2.1.11. Dados dos elementos x e Yy de un conjunto parcial-
mente ordenado X se dice que y sigue a X si X < Y y no existe ningun
ze€ Xtalquex <z <y.

Definicion 2.1.12. Se dice que (X, <) es un conjunto bien ordenado
(la relacion < es bien fundada) si es un conjunto no vacio totalmente

ordenado tal que todo subconjunto no vacio tiene un elemento minimo.

En la Figura 2.1 podemos ver un pequeno esquema sobre los tipos
de conjuntos ordenados que se obtienen al ir introduciendo nuevas

relaciones binarias.

Definicion 2.1.13. Si (X, <) e (Y, <’) son dos conjuntos parcialmente
ordenados, se dice que una aplicacion f : X — Y preserva el orden si
para cualquier x,y € X, con x < y, se tiene que f(x) <’ f(y)enY

A continuacion introducimos el producto de conjuntos parcialmen-
te ordenados, en el cual vamos a poder mostrar un ejemplo de una

aplicacion que preserve el orden.



20 | 125 TopPoLOGIAS, RELACIONES BINARIAS Y (D1)GRAFOS.

Relacion
reflexiva
Preordenado
Parcialmente Relacion
ordenado reflexiva
Orden Relacion
total antisimeétrica

Bien Relacion
ordenado total
Relacion
bien
fundada

Figura 2.1: Teoria del Orden.

Sea (Xi, <i), 1 =1,...,n una familia de conjuntos parcialmente

ordenados, y consideremos su producto cartesiano

Hxi:x1 X X3 X -+ X Xp.

i=1

Se pueden definir muchos tipos de ordenes parciales dentro del
conjunto del producto cartesiano. Nosotros definiremos dos. El orden
cartesiano, que lo denotaremos por <., y el orden lexicografico, <;.

Dados dos elementos (aj,...,an)y (by,...,byn) en [ Xi, te-

nemos que
(a1y...,an) <c (br,...,bn) & a; <ibyivi=1,...,n.
Y
(a1y...yan) <t (bry..., b)) © Fk > 1, Vi<k, a; =b; y ax <k byg.

Para el orden cartesiano sobre el producto de dos conjuntos parcial-
mente ordenados (X;,<1) y (X2,<3), (a,b) <. (c,d) si se tiene que
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a<jcyb=d,oa=cyb<;doa<;cyb <, d Ademas con-
siderando la Definicion 2.2.17 podemos dibujar el diagrama de Hasse
del producto de conjuntos parcialmente ordenados sustituyendo cada
punto de Xy por una copia del diagrama de X, y después establecemos

las relaciones correspondientes entre ellos. Como podemos observar

\/ \/

1,b ® (1)

en la figura 2.2:

(P1, <4) (P2, <2)

®
(1, a)

(P1 x P2, <¢)
Figura 2.2: Producto coordenada a coordenada.
Si consideramos el orden lexicografico (a,b) <; (c,d) si se tie-

nequea < coa =cyb <, d. Y aplicandolo al caso anterior

obtendriamos el orden representado en la figura 2.3.
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/- \/

1,b 0 (1,c)

- @

(P1, <) (P2, <2)
[ )
(1, a)
(P1 x P2, <4t)

Figura 2.3: Producto con el orden lexicografico.

2.2. NoOCIONES SOBRE TEORIA DE GRAFOS.

Definicion 2.2.1. Dado un conjunto V, denotamos por [V]™ al con-
junto de todas las n-uplas de elementos de V. Un grafo G es un par
G = (V,E) de conjuntos tal que E C [V]2. Los elementos de V' y E
son los vertices y las aristas del grafo respectivamente. Un grafo con

conjunto de vértices V se dice que es un grafo sobre V.

Nota 2.2.2.

1. El conjunto de vértices de un grafo se denota por V(G) y el de

aristas por E(G).

2. Un grafo G es finito si V(G) (y por lo tanto E(G)) es finito. En

otro caso, es infinito.

Definicion 2.2.3. Sea G un grafo. Entonces el grafo complemento o
complementario, G, el es que se obtiene de los vértices de G y dos

puntos estan unidos por una arista en G si no lo estan en G.

Definicion 2.2.4. Un vértice v se dice que incidente con una arista e

siv € e. Una arista {u, v} suele denotarse por uv (o vu)
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Definicion 2.2.5. Dos vértices u, v se dicen adyacentes si uv € E(G).
El conjunto de todos los vértices adyacentes a v y el conjunto de todas
las aristas e € E con v € e se denotan por A, y E(Vv) respectivamente.

Se define el grado de un vértice dg (v) = d(v) = gr(v),v € V como
|[E(Vv)|, que es igual al nimero de vértices adyacentes a v, denotado por
|A, . El grado de un vértice es 0 si esta aislado. El grado maximo en el

grafo se denotara por A(G) y el minimo por 6(G).

Definicion 2.2.6. SiV' C Vy E’ C E entonces G’ = (V/,E’) es un
subgrafo de G = (V,E), y se denota por G’ C G.SiG' C Gy G’
contiene todas las aristas uv € E con u,v € V', entonces G’ es el

subgrafo inducido de G en V', y escribimos que G’ = G[V’].
Ejemplo 2.2.7.

1. Denotamos por K,, al grafo completo (donde todo vértice es

adyacente al resto) con n vértices.

2. Denotamos por K, ., al grafo bipartito donde los conjuntos
partitos tienen tamano m y n. también puede denotarse por
G = (V;,Vy;E), donde V; NV, = () y cada arista de E une un
vértice de V7 aunode Vo, y [Vi| =n, [Va| =m.

3. Denotamos por P,, al camino de n vértices.
4. Denotamos por C,, al ciclo de 1 vértices.

5. El maximo grado en un grafo G se denota por A(G). Y el minimo
por 8(G). Se dice que G es regular si A(G) = 6(G). Y k-regular

si el grado comun es k.

Definicion 2.2.8. Sea G = (V, E), se dice que G es un arbol si es un
grafo conexo y sin ciclos. Este decir, un arbol es un grafo en el que dos

vértices cualesquiera estan conectados por exactamente un camino.

Definicion 2.2.9. Para un grafo G = (V,E), si S C V, entonces
G \ S es el subgrafo obtenido al eliminar el conjunto de vértices S,
equivalentemente G\ S = G[V '\ S].
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Un vértice de corte de G es un vértice cuya eliminacion incrementa
el nimero de componentes de G, es decir, un vértice v € V tal que
G \ {v} tiene mas componentes que G.

Un conjunto C C V se llama conjunto separador de vertices mi-
nimal si G \ C separa al grafo en mas de una componente conexa
y no existe un conjunto de menor cardinal que C que verifique esta
propiedad. Siendo G un grafo conexo. En particular un vértice de corte

es un conjunto separador unitario.

Nota 2.2.10. Se sabe que un grafo conexo es un arbol si y solo si todo

veértice de grado mayor que uno es un vértice de corte.

Definicion 2.2.11. Un grafo es localmente finito si todos sus vertices
tienen grado finito.

Definicion 2.2.12. Un conjunto independiente en un grafo es un sub-

conjunto de vértices ninguno de los cuales es adyacente a los demas.

Definicion 2.2.13. Un clique en un grafo es un subgrafo isomorfo a

un grafo completo.

Definicion 2.2.14. Sean G; = (V;,E1) y G2 = (V2, E3) dos grafos.
Diremos que G; y G, son isomorfos, y lo denotaremos por G; =
G2, si existe una biyeccion ¢ : Vi — V; con xy € E; siy solo
si d(x)d(y) € E, para todo x,y € V;. Tal aplicacion ¢ se llama

isomorfismo y si G; = G, entonces se conoce como automorfismo de

Gj.

2.2.1. RELACIONES DE PREORDEN Y GRAFOS
DiIRrRIGIDOS.
Definicion 2.2.15. un grafo dirigido o digrafo es un par (V, A) donde

V (no vacio) es el conjunto de vérticesy A C V x V es el conjunto de

las aristas, llamadas arcos.

Notese que todo grafo dirigido se puede representar por un grafo

generalizado (admitiendo lazos entre sus vértices y aristas multiples).
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Sobre cada una de sus aristas se dibuja una flecha para senalar el par

ordenado que la define.

Nota 2.2.16. Todo conjunto (X, <) se puede representar por un grafo
dirigido, en el que por simplificar se prescinde de los lazos en cada
veértice. Si dicha relacion es de orden parcial, en dicho grafo asociado,
no aparecen aristas multiples (por ser < antisimétrica) y el grafo es
transitivo, es decir, dado G = (X, A) donde X es el conjunto de vértices
y A es el conjunto de aristas donde x < y, el grafo es transitivo si dado
XY, Yz € A se tiene que xz € A.

Definicion 2.2.17. El diagrama de Hasse de (X, <), donde < es una
relacion de orden parcial, se define como el conjunto de todos los pares
ordenados (x,y) tales que x < y. Es decir, es el grafo obtenido a partir

del digrafo definido en la Nota anterior.

Los diagramas de Hasse se representan por grafos dirigidos, donde
los vértices representan los elementos del conjunto y las aristas (repre-
sentadas con flechas), indican las relaciones de orden establecidas.

Usualmente si y sigue a x, se dibuja en el plano de manera que
el punto que representa a y esta por encima del que representa a x,

entonces no existe la necesidad de usa flechas ya que la direccion de la

W

Figura 2.4: Diagrama de Hasse de las partes de un conjunto de 3 elementos

arista esta implicita.
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Ejemplo 2.2.18.

Sea el conjunto A ={1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20, 30, 60} (los divisores
de 60). Este es un conjunto parcialmente ordenado por la relacion de
divisibilidad. Su diagrama de Hasse puede ser representado como se

tiene en la figura 2.5:

Figura 2.5: Diagrama de Hasse asociado a A con la relacion de divisibilidad.

El diagrama de Hasse del poset de todos los divisores de un numero
N, parcialmente ordenados por la relacion de divisibilidad. El mismo n
esta en la parte superior del diagrama mostrando asi que es el elemento
maximal del conjunto, el nimero 1 estaria en la parte inferior, deno-
tando asi que es el elemento minimal, y los divisores mas pequenos

(primos) seguirian al elemento inferior.

2.3. DE LA TOPOLOGIA AL ORDEN.

Definicion 2.3.1. Dado un espacio topologico (X, T), sobre X se define

la siguiente relacion de preorden <.
x <7 ysix € {y}
La relacion <g se llama preorden de especializacion.

Alternativamente, x < y si y solo si cada conjunto abierto que
contiene x también contiene a y.

Si un espacio tiene propiedades de separacion de Ty o superiores,
entonces el orden de especializacion se reduce al orden parcial trivial.
Pero para lo espacios Ty este orden es de especial interés. Gracias a las

propiedades de los espacios Ty, existen resultados interesantes.
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Proposicion 2.3.2. <g es un orden parcial si y solo si (X,7) es Ty.

Demostracion. Supongamos que < tiene la propiedad antisimétrica.
Dados x,y € X,siN] = Ng se tendra que {x} = {y}. Entonces x € {y}
ey € {x}, por tanto x <5y ey <7 x. Por la propiedad antisimétrica
de <, serlax =y.

Reciprocamente, supongamos que (X, T) sea To. Six <s U, x € {y},
es decir,y € T, para todo abierto V que contenga a x. Analogamente,
siy <g x se tendria que x € V, para todo abierto V; que contenga a

x. Entonces, por ser (X, T) un espacio Ty. Tendria que ser x = y.
Nota 2.3.3. Sea (X, T) un espacio topologico.

1. Si (X, T) es un espacio topologico (Tp), el conjunto preordenado

(parcialmente ordenado) obtenido mediante <g se denotara por
(X) <‘J’)

2. Si X es finito, el orden de especializacion permite interpretar
o contar las topologias sobre X como preordenes. Por ejemplo,
si X ={a,b,c,d}y T = {0, X, {b},{a, b},{b, c, d}} sus abiertos

propios se pueden representar mediante el diagrama 2.6

®

Figura 2.6: Abiertos Propieos de T.

Por otra parte, el grafo transitivo asociado a <g se representa
en la figura 2.7. Y se observa que un conjunto de vertices U
representa un abierto de T si cada flecha que tiene un veértice

inicial en U tiene tambien su vértice final en 1.

Ejemplo 2.3.4.
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b
o

d c

>

Figura 2.7: Grafo asociado a <.

1. Sea X ={a, b, ¢, d} con la topologia
T = {(Z)) X> {(1, b> C}> {b}) {C}> {d> C}a {b) C, d}) {ba C}}

Como{a} ={a}, {b} = {b, a},{c} ={c, a,d}, {d} ={d}, (X, T) es
To, y su orden de especializacion es <s={(a, b), (a,c), (d,c)}.
El diagrama de Hasse de (X, <7) es el grafo en la figura 2.8.

c b

d a

Figura 2.8: Diagrama de Hasse de (X, <7).

2. Si X es el conjunto anterior y

T = {Q)) X) {b}> {C}) {Cl, b}) {a> C}> {b) d}) {Cl, b, C}» {CL, b, d}}

Se tiene que {a} = {a,c}, {b} = {b,d}, {c} = {c}, {d} = {d},
y por tanto (X,T) es Tp. Su orden de especializacion es <g=

{(a,c), (b,d)}y el diagrama de Hasse es el grafo de la figura 2.9

En la siguiente proposicion se recogen algunos resultados que refle-
jan la mucha influencia entre las propiedades de un espacio topologico
y las del (pre)orden asociado. Se sobrentiende que las notaciones 1 x,
I x,T Aol A serefieren a los conjuntos inferiores construidos a partir

del orden de especializacion <.
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a b
o o

Figura 2.9: Diagrama de Hasse asociado al orden de especializacion.

Proposicion 2.3.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico Ty y < su orden

de especializacion. Entonces:

1. {x} es abierto si u solo si x es un elemento maximal para <.
2. {x} es cerrado si y solo si x es un elemento minimal para <.

3. Si <7 admite un elemento maximo a, entonces {a} es denso en

(X, 7.

4. Si <g admite un elemento minimo b, entonces b pertenece a

todo cerrado de (X, 7).

5. SiA ={x € X: x es maximal para <g}, entonces A es abierto,

y es el menor subconjunto denso de (X, 7).

Demostracion.

1. Veamos que si {x} es abierto, entonces x es maximal para <,
es decir, que si x <g z, entonces x = z. En efecto, si x <y z,
entonces x € {z}, y como se supone que {x} € T, {x} N{z} # 0.
Es decir, x = z. Reciprocamente, supongamos que X es maximal
para <7. Veamos que {x} = [{Vx : V4 es abiertoy x € X}. Si
existiese y € [{Vx : Vi es abiertoy x € X}, y # x, se tendra
que x € {y}, es decir seria x <7 Yy, y esto contradice que x sea

maximal.

2. Supongamos que {x} = {x}. Si Yy <7 X, X € {x} = {x}, luego
Yy = x. Reciprocamente, supongamos que x es minimal y que

y € {x]. Entonces, se tendra que y <7 X, luegoy = x.
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3. Sea a el maximo para <. Entonces, para todoy € X, se tiene

quey <7 a, luegoy € @. Es decir, m =X

4. Sea C C X cerrado no vacio. Siy € C, entonces {y} C C, y como
b es minimo para <, se tiene que b <s y, luego b € {y_}

5. Six € A, entonces {x} es abierto, luego A lo es. Por otra parte, si
D C X es denso, entonces {x} N D # (). Luego x € D vy se tiene
que A C D.

2.4. DEL ORDEN A LA TOPOLOGIA.

Hasta aqui hemos visto como una topologia sobre un conjunto da lugar
a una relacion (pre)orden. A continuacion vamos a comprobar que se

tiene el camino inverso.

Teorema 2.4.1. Sea (X, <) un conjunto (pre)ordenado, entonces el
conjunto B = {1 x : x € X} es base para una topologia en X, que sera
denotada por T(<).

Demostracion. Es claro que [J,.x T x = X. Supongamos que si
z €T xNTy,entonces x < zey < z, por lo tanto, por la propiedad
transitiva y reflexiva,z €tz C1 xN T y. Luego B es una base. MW

Proposicion 2.4.2. Dado (X, T(<)) el espacio topoldgico obtenido de
(X, <), ydado A C X, se tiene:

1. A es un abierto si y solo si A =1 A.
2. Aescerradosiysolosi A =] A.
Demostracion.

1. Teniendo en cuenta la base de la topologia T(<), A es abierto si
ysolosi A =U{Tx: x € A}y asu vez por la Nota 2.1.8 se tiene
que U{Tx: x € A} =T A.

2. Se tiene que A es cerrado si y solo si X\ A es abierto, y es abierto
si y solo si (por el apartado anterior) X \ A =1 (X \ A), que por
la Proposicion 2.1.9 es equivalente a que A =] A.
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Ejemplo 2.4.3.
Consideremos el conjunto parcialmente ordenado X con el orden parcial

descrito en la figura 2.10:

d r e

a b

Figura 2.10: Orden parcial asociado a X.

Entonces:

1. El conjunto A = {e, b} =] A, luego A es cerrado.
2. El conjunto B ={a, c, d, r} =1 B, luego B es abierto.

3. El conjunto C = {d, c} no es superior ni inferior, entonces C no

es ni abierto, ni cerrado.

Proposicion 2.4.4. (X, <) es conjunto parcialmente ordenado si y
solo si T(<) es Tp.

Demostracion. Veamos primero que se verifica el axioma de separa-
cion Ty. Sean x,y € X dos puntos distintos. Como X es un conjunto

parcialmente ordenado con la relacion <, se nos presentan tres casos:

1. X e y no estan relacionados, entonces, x Ty ey &7 x, con lo

cual se verifica el axioma de separacion T.

2. Quex <yoquey < x. Enel casox < y, se tiene quey €1 x
pero x 1 y.

Reciprocamente supongamos que T(<) es Ty. Entonces veamos
que < es parcialmente ordenado. Supongamos que x < yey < x,
tenemos que llegar a la conclusion de que son iguales. Si x # y como
T(<) es Ty existirian o bienun U € T(<) conx € Uey ¢ Uoun
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Ve T(<)cony € Vyx ¢ V.Siestamos en el primer caso, como
T x C U, entonces y ¢71 x lo cual es una contradiccion. El segundo

caso se tiene de forma analoga. [

Ejemplo 2.4.5.
Sea X ={a, b, ¢, d} con el orden parcial a < ¢, b <cyb < dcomo

se muestra en la figura

a b
[ )

Entonces la correspondiente topologia es:

T = {Q) X> {C}) {d}> {C) d}) {Cl, C}) {a> Cy d}) {Cl, Cy d}) {b> Cy d}}

Cuya base B ={1 x: x € X} es el conjunto

B = {{C}> {d}) {Cl, C}) {b) Gy d}}

Estas asociaciones entre ordenes y topologias son inversa la una de

la otra en cierto sentido.

Proposicion 2.4.6. Dado un conjunto (X, <) (pre)ordenado siempre
se cumple que el orden de especializacion asociado a la topologia T(<)

(gqg) coincide con <.

Demostracion. Si x,y € X, entonces x <g(<) Y siy solosix €
—T(
{y}

—T
Nota 2.4.7. Veamos que {y}

< . .
):LySIysolosnjgx. |

< <)

: =lyseaz € {y_}‘n entonces todo
abierto de la topologia T(<) que contiene z, contiene a y, en particular
1 z. Entoncesy > z entonces z €] y.

Reciprocamente sea z €] y entonces z < y luegoy €1 z y por
tantoy pertenece a cualquier abierto de la topologia T(<) que contenga
az, esdecir,z € {y}ff(g).
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Ejemplo 2.4.8.
En general si no se pone condiciones sobre la topologia ni el cardinal

de X, laigualdad

no siempre es cierta. Para ello consideremos el espacio (R, Tcofinita)-
Como esta topologia es T; los conjuntos unitarios son cerrados, es
decir {y} = {y} para todo y € R, es decir, x <Toma Y SIX € =y}
esto solo ocurre si y solo si x = vy, esto significa que T x = {x}. Por

tanto T(<) es la topologia discreta.

Veamos que toda aplicacion is6tona entre conjuntos parcialmente
ordenados induce una aplicacion continua entre los espacios topologi-

cos asociados.

Proposicion 2.4.9. Sean (X, <), e (Y, <’) dos conjuntos parcialmente
ordenados. Si f : X — Y es una aplicacion isotona (preserva el
orden), la aplicacion inducida (considerando la aplicacion entre los
espacios topologicos asociados al orden), f: (X, T(<)) — (Y, T(<'))

es continua.

Demostraciéon. Veamos que para cada x € X se tiene que £~ (. f(x))
contiene a | X, es decir que es entorno de X, y asi se probaria que la
aplicacion es continua. Ahora bien,y < x = f(y) <’ f(x). Por tanto
y el x & f(y) €l f(x), luego

Lx cf (L)),
[ |
Corolario 2.4.10. f es un isomorfismo de orden si y solo si la f es un

homeomorfismo entre los espacios topologicos asociados a la relacion

de orden.






EsPACIOS DE ALEXANDROFF.
PROPIEDADES GENERALES.

3.1. TOPOLOGIA DE ALEXANDROFF.

INTRODUCCION Y RESERNA HISTORICA.
En este capitulo trataremos con espacios con una propiedad to-
pologica mas restrictiva, espacios que tienen la propiedad de que la

interseccion arbitraria de abiertos es abierta.

Definiciéon 3.1.1. Un espacio topologico (X, T), se dira que es un
espacio de Alexandroff o un A-espacio si verifica que la interseccion

arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Esta definicion es equivalente a decir que X es un A-espacio si cada
punto tiene un entorno minimo o equivalentemente, que tiene una

base minimal.

Proposicion 3.1.2. Sea (X, T) un espacio de topologico, entonces X

es un A-espacio si y solo si cada punto tiene un entorno minimo Us,.

Demostracion. Supongamos que X es un A-espacio. Dado x € X,
tomamos los abiertos O; € T que contienen a x. Entonces U, =
NO;i(x),x € NO;(x) (que es abierto por hipotesis). Luego es entorno
de x. Por otra parte, si N es otro entorno de X, existe G abierto, con
x € G tal que G C N, luego U, =NO;(x) € G C N.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que todo x € X tiene un
entorno minimo. Sea {Oj}ic1 una familia de abiertos con NO; # (.
Tenemos que probar que NO; es abierto, es decir, que es entorno de
todos sus puntos. Si x € NO; entonces x € O; para todo 1 luego si Uy

es el menor entorno de x, entonces U, C NO;(x). [ |
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Nota 3.1.3. Obsérvese que U, € T; de hecho se tiene el siguiente

resultado.

Proposicion 3.1.4. Sea (X, T) un A-espacio, sea A € T entonces:
A = Ugena{x} (3.1)

Demostracion. Basta probar que A C cupyca{x}. Seay € A enton-
ces Ui N A # (). Seax € Uy N A. Entonces Uy C Uy luego cualquier

abierto que contenga a y contiene a x. ]

Teorema 3.1.5. Sea (X, T) un A-espacio. Entonces U = {U, : x € X}

es la Unica base minimal para la topologia.

Demostracion. Obviamente U es un recubrimiento abierto de X. Por
otra partesi G € Ty x € G, como Uy es el menor abierto que contiene
a x, se tiene que x € Uy, C G. Veamos que es minimal. Sea B una base
de 7, tenemos que probar que U, € B para todo x € X. Pero dado
x € X existe By € B tal que x € By C Uy (por ser B una base), por lo
tanto, por su propia definicion, U, es el menor abierto que contiene a

x, luego x € U, = By para todo x € X. [ |

A continuacion el siguiente resultado nos proporciona una forma
de comprobar si una familia de subconjuntos de un A-espacio (X, T) es
su base minimal. Sin necesidad de enumerar sus elementos mediante
los puntos de X, evitando asi, dar informacion redundante si el espacio
no es Top. Ya que existirian entornos minimos iguales para puntos de X

diferentes.

Teorema 3.1.6. Sea X un A-espacio y B una familia de abiertos de X.

Entonces B es la base minimal para la topologia de X si y solo si:

1. B recubre X.

2. Si A,B € B existe una subfamilia {B; : 1 € I} de B tal que
ANB =i B

3. Si una subfamilia {B; : i € I} de B verifica que J;c; Bi € B.

Entonces existe iy € I tal que | J;; Bi = By,.
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Demostracion. Supongamos que B satisface 1.y 2. Entonces B es
una base para T, y por tanto U ={Uy : x € X} C B.Perosi B € Bes
union de conjuntos de la forma Uy y por 3. debe ser uno de ellos, asi
que B € U.

El reciproco se tiene gracias al hecho de que es una base minimal.

Teorema 3.1.7. Si (A, Ta) es un subespacio de un A-espacio (X, 7T)

entonces A es un A-espacio con la topologia relativa T 4.

Demostracion. Sea x € A y supongamos que U es un abierto en A
que contiene a x. Entonces U = YN O, donde O es un abierto de X, por
la definicion topologia relativa. Si Uy es el entorno minimo de x € X,

U, C O,y se tiene que A N U, es el entorno minimo de x € A. [ |

El resultado anterior prueba que la propiedad de ser un A-espacio,
es hereditaria. Pero en algunas referencias ([3, 11, 12, 13]) introducen
la siguiente afirmacion junto al resultado anterior:

Si U es la base minimal de X entonces Uy ={ANU, x € A, U, €

U}. Pero esto falla y le veremos a continuacion.

Nota 3.1.8. Sea X = {a, b, c} con la topologia

T = {Q)» {b}) {C}) {b) C}) X} (32)

Es facil ver que {{b},{c}, X} es una base minimal para X. Sea A =
{b, c}. Entonces se observa que ANU = {{b}, {c}, A} que no es una base
minima para A ya que esta fallando el tercer apartado del Teorema
3.1.6. Con lo que se concluye que la base minimal de A debe estar

contenida en las intersecciones, pero no es igual.

Teorema 3.1.9. Sea (X, T) un espacio de Alexandroff. Entonces X es

To siy solo si el hecho de que Uy = U, implica que x =y conx,y € X

Demostracion. Supongamos primero que X es Ty. Por definicion,
sabemos que dados dos elementos x,y € X entonces existe un abierto
OceTtalquex € OeyZ€ Oox ¢ Oey € O.Como (X,T) es un
A-espacio podemos tomar O = Uy 0 O = Uy, tomar el abierto como

el abierto minimo, ya que éste esta contenido en cualquier abierto que
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contenga al punto. Supongamos ahora que U, = U,, como la propiedad
To es hereditaria, supongamos sin perdida de generalidad, que debe
existir un abierto O € U tal que x € O ey ¢ O pero entonces Uy no
seria el abierto minimo de x y esto seria una contradiccion.
Reciprocamente, supongamos que Uy = U, implica que x =y con
X,y € X, luego sabes que x # y implica que U, # U,, esto significa

que:

1. Uy N Uy = 0, esto implicaria que el espacio seria Ty y por lo

tanto Tp como vimos en la seccion de axiomas de separacion.

2. Uy C Uy yporlotantoy ¢ Uy porque sino Uy = U, o Uy C Uy
y x € Uy. Y esto es la definicion de espacio To. |

Una definicion de interés dentro de los A-espacios y en especial

para la topologia digital es el concepto de espacio localmente finito.

Definicion 3.1.10. Todo espacio espacio topologico (X,T) es dice
localmente finito si todo elemento x de X esta contenido en un abierto

y un cerrado finitos.
Teorema 3.1.11.

1. Todo espacio finito es localmente finito.

2. Todo espacio localmente finito es un A-espacio.
Demostracion.

1. Trivial.

2. Sea X un espacio localmente finito, y sea x € X, entonces existe
un conjunto abierto finito U que contiene a x el cual podemos
considerar sin perdida de generalidad que sea el entorno minimo.

Como x es cualquiera, X es un A-espacio.
Ejemplo 3.1.12.

1. Todo espacio topologico discreto es un A-espacio. Siendo {x} el

entorno minimo de X.
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2. Todo espacio finito es un A-espacio.

3. Sean X =R\Zy B ={(n,n+ 1) : n € Z}. Entonces X es un
espacio de Alexandroff con Uy = (n,n+ 1) conn <x <n+1.

Para cualesquiera dos entornos minimos U, # U, tenemos que

u, NUy =0.

4. (R con la topologia punto incluido) Sea Ty = {l}U{G C R: 0 €
G}. Entonces (R, 7o) es un A-espacio. En este caso Uy = {0}y
U, ={0,x}si x # 0.

5. Z. con topologia de Khalimsky. Sobre Z, se considera la topologia

Tk generada por la familia (véase la figura 3.1)

B={2n,2n+1,2n+2,nec Z}u{2n+1,n € Z} U{0}.

Figura 3.1: Topologia de Khalimsky.

Se tiene que (Z, Tx) es un A-espacio, siendo

U — {n} sim es par
"l fn—1,myn+1} sinesimpar

Ademas, esta topologia es Ty, pues si X # y con X, Yy impares, y
x <y, entoncesy ¢ U, ={x — 1,x,x + 1}. En los demas casos
es inmediato, ya que el entorno minimo de cualquier punto par

es unitario.

A continuacion se mostrara un ejemplo de A-espacios en R™.
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Ejemplo 3.1.13.

Sea XigualaR™ yseaB = (B(0,1); T € R, U{0}}. Notese que B(0, )
es la bola cerrada de centro 0 y radio 1y que B(0,0) = {0}. Six € X
entonces B(0, [x|) es un entorno minimo en ‘B que contiene a x. B es

una base para una topologia de Alexandroff en X.

Ejemplo 3.1.14.

SeaX =y B ={B(0,r); r € R, U{0}}. Con la topologia generada por

[3, D™ es compacto, pues todo recubrimiento de D™ contiene a D™.

Teorema 3.1.15. Sea X un conjunto y B C P(X) tal que para cada
x € X existe un conjunto minimal m(x) € B con x € m(x). Entonces
B es una base para una topologia T sobre X, tal que (X,7) es un

A-espacio, y U, = m(x).

Demostracion. Es claro que los elementos de B recubren X, suponga-
mos que By, B, € B,y x € By N B,. Por hipotesis existe un conjunto
minimal m(x) € B, que contiene a x. Tenemos que m(x) C By),y
m(x) C B;), luego x € m(x) C By N B,, asi que B es una base para
la topologia en X.

Para probar que (X, T(B) es un A-espacio, veamos que cada punto
admite un abierto minimo m(x). En efecto, m(x) es un abierto para
dicha topologia, porque m(x) € B.Sea O € T(B) conx € O, entonces
O = ;e Bi, donde B; € B. Luego x € B; para algiini € I, pero por
hipotesis m(x) C B; C O. Luego X es un A-espacio y U, = m(x).

El Teorema 3.1.15, nos permite indicar mas ejemplos de A-espacios.
Ejemplo 3.1.16.

1. Tomamos X = S'yseaR, ={z € S' : z" = 1} paran €
INU{0}. Sea B = {R,, : n € NU{0}}. El punto 1 € S! tiene al
conjunto Ry = {1} como abierto minimal en B que lo contiene.
Supongamos quez € S' yz # 1.Siz™ = 1 se tiene solo paran =
0, entonces Ry = S' es un abierto minimal en B que contiene a
z.Siz" = 1paraalginn #0seam =min{n € N: z" = 1}.
Supongamos z € R, para algin p > m, entoncesp = qm + 7
donde 0 < r < m. Entonces 1 = zP = (z™)9z" = z". Pero
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T < m luego se debe tener r = 0. Por lo tanto, p = gqm. Si
P € R, entonces p? = (p™)9 =T asip € R,. Yaque R,;; C R,
y asi R, es un abierto minimal en B que contiene a z. Este
espacios es compacto porque cualquier recubrimiento abierto

contiene a S'.

2. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces X es un A-espacio si y
solo si X tiene asociada la topologia discreta. En efecto, si X es un
A-espacio entonces para cada x € X se tiene que (]_; Ba(x, %)
es un conjunto abierto, y por las propiedades de los espacio
meétricos tenemos que [\_; Ba(x, %) = {x}, luego X tiene la

topologia discreta.

El caso contrario se tiene directamente del Ejemplo 3.1.12.

Teorema3.1.17. Si (X, T) es un A-espacio Ty entonces T es la topologia

discreta.

Demostracion. Si (X;7T) es Ty, por la Proposicion 1.2.5 para cada
x e X, {x}=n{U: U e T,x € U}. Porser (X,T) un A-espacio, {x} es

abierto, por lo que T es la discreta. |

Teorema 3.1.18. Si X e Y son A-espacios, entonces X x Y, con la

topologia producto, es también un A-espacio.

Demostracion. X x Y tiene como base B = {U x V : U es un abierto
en X'y V es un abierto en Y}, sea (x,y) € X x Y, luego U, x V,, € B,
veamos que U, x Vj es un entorno minimo de (x,y) en la topologia
producto.

En efecto, si W es un entorno de (x,y) en la topologia producto,
entoncesexisten UL € TyV € T’ tales que (x,y) € UxVyUxV C W,
pero como U, C Uy V, C V,setieneque U, x Vy, CUXxV C Wy

por lo tanto por el Teorema 3.1.15 X X Y es un A-espacio. |

Nota 3.1.19. La propiedad de ser A-espacio no se conserva al considerar

productos infinitos de A-espacios.

Ejemplo 3.1.20.

Veamos en este Ejemplo el conjunto C de Cantor. C es el conjunto
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de todos los nimeros x € [0, 1] cuya expansion x = 0.X1X2 ... Xy - -«
en la base 3 no utiliza el digito 1, esto es x; # 1 para todo i con lo
que x; € {0,2}. Debido a esta descripcion un punto x € C es un
elemento x € [[x{0,2}, x : IN — {0, 2}, lo cual nos hace pensar en
el producto cartesiano. Geométricamente puede describirse formando

los siguientes subconjuntos A, cerrados en [0, 1]:

Ao =1[0,1]
A] — [0)1/3] U [2/3)]]
Az =1[0,1/91012/9,1/31U[2/3,7/91 U [8/9,1]

En general A, se obtiene de A; removiendo la tercera parte en el

medio de cada una de las componentes de A;, con lo que
C=[)A.
ieN
Cada punto en los extremos de las componentes de los A; pertenece a
C.
Ao
Aq
Az

0

0N
WIN
0N
0|00

—_—

1 1
9 3

Figura 3.2: Conjunto de Cantor.

El conjunto C de Cantor es homeomorfo al espacio producto X =
[ [iew Xi, donde (Xi, Tq = ({0,2},T4) para cadaiy Ty es la topologia
discreta. En efecto, si x € X, con x = (x7,X2,...) donde x,, € {0, 2}.
Definimos

f: HXi — C como f(x) = an3’" (3.3)
i=1

ielN
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Se prueba que f es una funcion biyectiva y continua (ver [4], pagina
250) y como X es compacto y C es Hausdorff, por el Teorema 1.2.11 se
tiene que f es un homeomorfismo.

Por el segundo apartado del Ejemplo 3.1.16, como el conjunto de
Cantor es un espacio métrico no discreto entonces no puede ser un

A-espacio, y por lo tanto X no es A-espacio.

Teorema 3.1.21. Si X/ ~ es el espacio cociente de un espacio de Ale-

xandroff X, entonces X/ ~ es también un espacio de Alexandroff.

Demostracion. Sea q : X — X/ ~ la aplicacion cociente. Consi-
deramos la interseccion arbitraria, ﬂiel U;, de conjuntos abiertos en
X/ ~.Tenemos que ' ((N;c; Ui) = Nicr ' (U;) Ahora, ' (U;) es
abierto en X'y por lo tanto [);.; U; es abierto en X/ ~ por definicion

de topologia cociente. |

Ejemplo 3.1.22.
Si X es un A-espacio, y consideremos la relacion de equivalencia ~q( en
X por, x ~ Yy si Uy = Uy, el espacio cociente X/ ~1( es un A-espacio

por el Teorema 3.1.21.

El siguiente Teorema 3.1.26 nos dira cuando el espacio X/ ~ es
un espacio discreto. Pero primero necesitamos la siguiente Definicion
3.1.23.

Definicion 3.1.23. Si X es un A-espacio y x € X, entonces Uy se llama

irreducible si U, C Uy implica que Uy = Us.

Teorema 3.1.24. Si U, y U, son subconjuntos irreducibles distintos
de X, entonces U, NU, = 0.

Demostracion. Supongamos que U, y U, son subconjuntos irreduci-
bles distintos de X. Supongamos, ademas, que z € U, N U. Entonces
M, C Ux NUy, lo que implica que U, C U, y que U, C Uy. Usando
la irreducibilidad de Uy y de U, tenemos que U, = U, = Uy, lo que

es una contradiccion. Por lo tanto Uy N Uy = 0. [ |
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Nota 3.1.25. Si en un A-espacio (X,7T) dos puntos distintos x e y
adminten entornos irreducibles, por el Teorema anterior siy € U,

entonces Uy = U, y por lo tanto el espacio no es Tj.

Teorema 3.1.26. X/ ~ es un espacio discreto si y solo si Uy es irredu-

cible para todo x € X.

Demostracion. Primero, veamos la implicacion hacia la derecha. Su-
pongamos que X/ ~ es discreto. Si g es la aplicacion cociente, entonces
g~ "([x]) es abierto en X para todo x. Entonces U, C q~'([x]) pues
x € g "([x]). Siy € q '([x]), entonces x ~ y lo que significa que
Uy C Uy. Por lo tanto,y € Uy , lo que implica que q_1 (Ix]) = Uy.
Supongamos ahora que U, C Uy, entonces z esta en q_] ([x]). Asi de-
beriamos tener que U, = U, pues z ~ x. Por lo tanto, Uy es irreducible.

Reciprocamente, supongamos que U, es irreducible para todo x €
X.Seay € q~'([x]), entonces x ~ y, luego U, = Uy. Esto implica
que g~ '([x]) C Uy. Ahorasiy € Uy, entonces U, C Uy y ya que Uy
es irreducible, debemos tener que U, = U. Por lo tanto, x ~ y asi
que y inq_1 ([x]). Y tenemos que q_1 ([x]) = Uy es abierto en X. Esto

significa que [x] es abierto en X/ ~ y se deduce que es discreto. [ ]

Recordando los axiomas de numerabilidad, existe un resultado

interesente relacionado con los A-espacios, que veremos a continuacion.
Proposicion 3.1.27. Si (X, T) es un A-espacio, entonces:
1. (X, T) es primero numerable.

2. Si (X,7T) es Ty, entonces, es segundo numerable si y solo si X es

numerable.

3. (X,T) es separable si y solo si
x=J
n=1

Demostracion.

1. Para cada x, By = {Uy} es una base de entornos.
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2. Todo espacio primero numerable y numerable es segundo nume-
rable. Reciprocamente, si (X, T) es segundo numerable, la base
minimal B = {U, }xew es numerable. Por otra parte, la aplicacion
¢ : X — B dada por d(x) = U, es inyectiva. En efecto, si
Uy = Uy por ser X un espacio Tp, ha de ser x = y.

3. Si D = {x} es un conjunto denso y numerable, para cada x € X
existe X, € D N Uy, luego x € {x,}, por tanto X = [J{{xn} :
xn € D}. Reciprocamente, sea X = U{xn}. Entonces D = {x,,}
es denso, pues dado x € X existe x,, € D tal que x € {xn}, y se
tendria que x, € Uy N D. Por tanto D corta a cualquier objeto

no vacio.

3.2. APLICACIONES CONTINUAS ENTRE

A-ESPACIOS.

Sif: X — Yesuna aplicacion continua y X es un A-espacio, entonces
f(X) no es necesariamente un A-espacio como se observa en el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 3.2.1.
Sea X = IN con la topologia discreta y sea Y = Q con la topologia
inducida por la topologia usual de R. Si f: IN — () es una biyeccion,

entonces f es continua, () no es un A-espacio.

Por lo tanto se necesita una condicion mas fuerte sobre f para

asegurarnos de que f(X) es un A-espacio.

Teorema 3.2.2. Sea f : X — Y una aplicacion abierta y continua. Si
X es un A-espacio, entonces también lo es f(X). Ademas, siy € f(X),
entonces V, = f(Uy) con f(x) =y.

Demostracion. Seay € f(X) y sea x € X tal que f(x) = y. Entonces
f(Uy) es un abierto en f(X) pues f es una aplicacion abierta. Supon-

gamos que Y esta contenido en un abierto O de f(X). Esto implica
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que x € T 1(0) y ya que f'(O) es abierto en X pues f es continua,
tenemos que U, C f~'(O). Por lo tanto, f(Uy) C O, lo cual implica
que f(X) es un A-espacio y que V, = f(Uy). [ |

El Corolario 3.2.3 muestra que ser A-espacio es una propiedad

topologica.

Corolario 3.2.3. Si X es homeomorfoa Yy X es un A-espacio, entonces

Y es un A-espacio.

Demostracion. Si f es un homeomorfismo entre X e Y, entonces f es

abierta y continua y por el teorema anterior se tiene el resultado. W

El Teorema 3.2.4 proporciona un criterio para que dos A-espacios
sean homeomorfos sin necesidad de tener una aplicacion definida en el

total, sino como estan relacionados los entornos minimos de los puntos

de XeY.

Teorema 3.2.4. Sean X e Y A-espacios tales que se satisfacen las si-

guientes condiciones:
1. Existe una biyeccion g : {Uy : x € X} — {Vy:y € Y}
2. Existe un homeomorfismo f, : U, — g(U) para cada x € X.
3. Si Uy, N Uy, # 0 entonces fy, (Uy, N Uy, ) = Ty, (Uy, N Uy, ).
Entonces X e Y son homeomorfos.

Demostracion. Sea h : X — Y dada por h(x) = fy(x) donde
x € U,. Veamos que h esta bien definida. Six € U,, yx € U,,,
entonces f,, (x) = f,,(x) por la tercera condicion. Luego la eleccion de
h(x) no depende de qué z tomemos.

Ahora supongamos y € Y, entonces, por la primera condicion,
existe x € X tal que g(Uy) = V. Como por la segunda condicion,
fx 1 Ux — Vy es un homeomorfismo, existe z € Uy tal que fy(z) = y.
Por tanto h(z) = fy(z) =y, lo que significa que h es sobreyectiva.

Veamos que h es inyectiva. Supongamos que h(x;) = h(x;) =y,
entonces Y € g(Uy, ) luego debe ocurrir que V, C g(Uy, ). Pero ya que
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f;]] (Vy) esabiertoen Uy, yx; € f;}l (Vy), setiene que Ny, = f;] (Vy).
Luego, g(Uy,) = Vy.

Analogamente, obtenemos que g(Uy,) = V. y g es inyectiva
luego Uy, = Uy,. Con esto se deduce que fy, = fy,, asi que fy, (x1) =
fx, (x2). En efecto, esta aplicacion es inyectiva asi que x; = x2. Por lo
que h es también inyectiva.

Para ver la continuidad de h, se usara la base de Y de entornos
minimos. Pero h™' (V) = U, donde h(x) = y por lo tanto es un
conjunto abierto. Asi pues, h es continua. De la misma manera se

obtiene la continuidad de h—'. [ ]

3.3. A-EspAcios COMPACTOS.

Comenzaremos ahora el estudios de los A-espacios compactos. Si X es
un A-espacio compacto, entonces puede ser recubierto por el conjunto
{Ny : x € X}. Por lo tanto, debe ser recubierto por un namero finito
de ellos. Esta propiedad clave sera la que nos permita definir algunos

invariantes de los A-espacios compactos.

Definicion 3.3.1. Si X es un en A-espacio compacto, entonces defini-
mos el conjunto min(X) = {|V| : V es un recubrimiento finito de X

por entornos minimos}.

Ejemplo 3.3.2.
Las topologias dadas en los Ejemplos 3.1.14 y 3.1.16 en D™ y S' son
compactas. Y se tiene que min(D™) = 1y min(S') = 1.

El Teorema 3.3.3 nos muestre que el conjunto min(X) de un A-
espacio, es un invariante del espacio. Sin embargo, esto no es suficiente

para distinguir entre los espacios dados en lo Ejemplos 3.1.13 y 3.1.16.

Teorema 3.3.3. Si X e Y son A-espacios compactos homeomorfos,

entonces min(X) = min(Y).

Demostracion. Sea h: X — Y un homeomorfismo. Sea {U, ...,

U, .} un recubrimiento abierto de Y por entornos minimos.
Umrn(Y)
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min

Entonces {Uy, = h™'(Uy,),..., Us i) = h=1 (U, )} don-
de h(xi) = y; es un recubrimiento abierto de X por entornos minimos.
Por lo tanto, min(X) < min(Y). Por un razonamiento analogo se

llega a la desigualdad contraria, con lo que se prueba el resultado. Wl

Como hemos visto en el Teroema 3.2.4, podemos definir un ho-
meomorfismo entre dos A-espacios especificando los homeomorfismos
entre los entornos minimos de los espacios. Esto muestra que los en-
tornos minimos son un objeto natural de estudio en los A-espacios.

Ahora definiremos otro invariante en A-espacios compactos, basado
en ciertos abiertos minimales que satisfacen una condicion especial,
los cuales recuerdan a las propiedades de descomposicion en factores
primos de un entero, por eso, hemos usado el término; abierto minimo

primario.

Definicion 3.3.4. Si X es un A-espacio, entonces U se llama primario
si dado otro abierto minimo Uy cony # X, se tiene que, o bien U, y
Uy, son disjuntos, o bien U, es el menor abierto minimal contenido en

U, . Es decir para cualquier U, C U, se tiene que Uy C U,.

Graficamente podemos entender estos conjuntos seglin se ven en la
figura 3.3. Siendo U, el menos abierto minimal contenido en el entorno
minimo de Yy, es decir, no puede existir otro entorno minimo contenido
en Uy mas pequeno que Uy. O bien que para todo y # x, Uy no es
cortado por ningun Uy -

Uy Uy

Figura 3.3: Condiciones de la Definicion de primarios.
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Ejemplo 3.3.5.

En el Ejemplo 3.1.14 y 3.1.13, el Gnico conjunto primario es el {0}. En el
Ejemplo 3.1.16, el {1}. Y en el apartado 3 del Ejemplo 3.1.12, se tiene un
numero infinito de conjuntos primario, pues cada entorno minimo es

también un conjunto primario.

Teorema 3.3.6. Si U, es un subconjunto primario de X, entonces U,

es irreducible.

Demostracion. Supongamos que U, C Uy. Ya que Uy es primario,
si Ux no esta contenido en U, debemos tener U, N U, = (). Esto no
puede ser puesy € Uy ey € Uy. Por lo tanto, U, C Uy, que implica
Uy = Uy. |

Teniendo en cuenta el Teorema 3.1.24 y el Teorema 3.3.6 se tiene el

siguiente corolario.

Corolario 3.3.7. SiU, y Uy son subconjuntos primarios de X, entonces

son disjuntos.

Proposicion 3.3.8. Si X es un A-espacio, entonces para cada x € X,

Uy contiene como maximo un conjunto primario.

Demostracion. Supongamos que Uy contiene dos conjuntos prima-
rios Uy y U,, Por la definicion de conjunto primario Uy C U, y
U, C Uy. Lo que implica que Uy = U,. |

El nimero de conjuntos primarios de un A-espacio compacto es
también un invariante de dicho espacio. Pero, en primer lugar, veamos

que siempre existen conjuntos primarios en un A-espacio compacto.

Definicion 3.3.9. Si X es un A-espacio compacto, se define index(X)

el nimero de conjuntos primarios de X.

Ejemplo 3.3.10.
El index de los espacio en el Ejemplo 3.1.14 y en el primer apartado
del Ejemplo 3.1.16 es 1.

Teorema 3.3.11. Si X es un A-espacio compacto, entonces index(X) <

min(X).
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Demostracion. Recubramos X por {Uy,, ..., Uy

min

x)J- Supongamos
que index(X) es mayor que min(X). Se verifica que cada conjunto
primario, Uy, esta contenido en U,, para algln i. Supongamos que no
se verifica esto, entonces, por la definicion de primario, Uy N Uy, = 0
para todo i, y la familia {Uy, no seria un recubrimiento de X. Esto es un
contradiccion pues Uy, recubre X. Por lo tanto, U, C Uy, para algln
1. Luego si el nimero de conjuntos primarios de X es mayor que el
min(X), entonces algun U, contiene mas de un conjunto primario, lo

que contradice el Proposicion 3.3.8.

Teorema 3.3.12. Si X e Y son A-espacios compactos homeomorfos,

entonces index(X) = index(Y).

Demostracion. Sea h: X — Y un homeomorfismo y supongamos
que Uy es un conjunto primario de X. Veamos que h(Uy) = Vy(x) es
un conjunto primario de Y. En efecto Vi, (x) C V, y V. C Vy, entonces
Un1yy = T (Vy) D h (V) = Upr(n) y Ux C Up-1y)- Luego,
debemos tener que Uy C Uy-1(,) lo que significa Vi () C V..

Si'V, no contiene a Vy,(x), entonces Uy-1(,,) no contiene a Uy, lo que

y)
implica que Up-1(,,)NUy = . Porlo tanto, VyNVy () = (). Luego Vi (x)
es un conjunto primario de Y. Esto muestra que index(X) < index(Y).
Por un razonamiento similar se obtiene la desigualdad contraria y asi

la prueba del Teorema. ]

Podemos preguntarnos si se verifica el reciproco del Teorema 3.3.12.
Pero esto no es cierto, pues por el Ejemplo 3.3.10 se ve que ambos
espacios tienen index igual a 1y sin embargo no son homeomorfos. En
el Ejemplo 3.1.16 ningin conjunto de la base minimal es homeomorfo
a una n-bola euclidea que son los conjuntos de la base minimal de

Ejemplo 3.1.14.

3.4. A-ESPACIOS CONEXOS.

En esta seccion estudiaremos las propiedades de conexion de los A-

espacios. Empezaremos con un resultado que se usara posteriormente
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en el desarrollo del texto, pero para probarlo necesitamos las definicio-

nes.

Definicion 3.4.1. Dado un espacio topologico (X, T) y dos puntos
X,y € X, una cadena simple de x a y es una sucesion finita de subcon-

jutos de X, Aq,..., A, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Ay (y solo Ay) contiene a x.
2. A, (ysolo A,) contiene a y.
3. AinNA;=0siysolosi[i—j|>1.
Lema 3.4.2. Sea (X, T) un espacio topologico. Entonces:

1. {x,y} es conexo si y solosiy € {x} o x € {y}.

2. Si (X, T) es conexo, entonces para cada recubrimiento abierto B
y cualquier par de puntos x,y € X existe una cadena simple de

x a Yy, formada por elementos de B.

Demostracion.

1. Supongamos que {X, Y} no es conexo. Entonces existe 01,0, € T
con Of = O1N{x,y}y 0% = 02N{x,y}, talesque O; N0, =
y {x,y} = O7 U O}. Luegoy ¢ Oy (por ejemplo) y Oy es un
entorno abierto de x en X. Consecuentemente x ¢ {y_} De la
misma forma x ¢ O3, luego O, es un entorno abierto de y, por
tantoy ¢ {xJ.
Reciprocamente sea {x, 1y} conexo y supongamos que x ¢ {y}y
que y ¢ {x}. Entonces existe un entorno abierto V de x (resp. W
dey) tal quey ¢ V (resp. x ¢ W). Luego {x,y} = (VN{x,y}) U
Wni,yhy (VA{x,yh)u(Wnix,y}) =0,y por tanto {x, y}

seria conexo.
2. Seap € Xy H el conjunto de los puntos de X que pueden unirse
con p por una cadena simple compuesta por miembros de B.

H # (), ya que p € H. Veamos que H es abierto y cerrado, y por
lo tanto H = X ya que X es conexo.
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Sea h € H. Entonces existe Gy,...,G, € B que forma una
cadenasimple de hap.Perosix € G;\ Gy, entonces Gy,...,Gy
forma una cadena simple de x a p; y siy € G; N Gy, entonces

Gz,..., Gy forma una cadena simple de y a p, como indicamos

en la siguiente figura.

Asi G7 es un subconjunto de H, es decir, h € G; C H. Por lo
tanto H es un entorno de cada unos de estos puntos, y se tiene

que H es abierto.

Ahora sea g € H®. Ya que B es un recubrimiento de X, existe
Ve Btalqueg e V.SiVNH # (), existe h € VNH C H,
luego existen V7,...,V,, € B que forman una cadena simple de
h a p. Pero entonces, o bien V, Vi, ..., Vy,, donde k es el mayor
indice tal que V intersecta a V, o bien, Vi,...,V, forma una
cadena simple de g a p, y por lo tanto g € H, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto VN H = (), y asi g € V C H®. Luego
H€¢ es un abierto, y H°® = H es cerrado.

Proposicion 3.4.3. Si (X, T) es un A-espacio, entonces:

1. {X,y} es conexo si y solosix € Uy oy € Uy.
2. Paratodo x, U, es conexo por caminos.
3. Six € A C U, entonces A es conexo.

4. Cada componente conexa de C(x) es abierto y cerrado.
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Demostracion.
1. Es consecuencia del Lema 3.4.2 yaque x € @ siysolosiy € Us.

2. Veamos que si Yy € Uy, existe un camino de x a y. Para ello, sea

x si0<t<1
y(t) = .
y sit=1

Veamos que y es una aplicacion continua. Sea G € T tal que G =

Uy, N O, con O € T, se nos presentan las siguientes situaciones:

a) GN{x,y}=0entoncesy ' (G) = 0.

b) {x,y} € G, en este caso, como U, C G y ademas, por
hipétesis x € U,. Por lo tanto, vy~ (G) = [0, 1].

¢) y € G, necesariamente U, C G, por lo que Yy '(G) =
[0, 1]-

d) x € G,y ¢ G, en este caso se tendra que U, C G. Pero,
necesariamente, U, C Uy, Luegoy~'(G) =[0,1) o [0, 1],
segun si Uy = Uy, o Uy € Uy.

3. Supongamos que x € A C Uy. Entonces A = U, ca{x,yl y

como {x, Yy} es conexo por el apartado 1, A también lo es.

4, Para cada x € X, Uy es conexo. Por lo tanto (X, 7) es localmente

conexo, por lo que C(x) es abierto.

Corolario 3.4.4. Un A-espacio (X, T) es conexo si y solo si (X, T) es

conexo por caminos.

Demostracion. Basta tener en cuenta que Uy es conexo por caminos

y la Proposicion 1.1.33.

El siguiente resultado recoge las distintas formas equivalentes entre

si de expresar la conexion de un A-espacio.

Teorema 3.4.5. Sea (X, T) un A-espacio. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes.
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1. X es conexo por caminos.
2. X es conexo.

3. Si B es un recubrimiento abierto de X, para todo par x, y existe

una cadena simple de x a y.

4. Para todo a,b € X, existe ap,...,an+1 € X tal que ap = qa,
Ani1 = b,y Ug, NUqg, #Dsifi—jl <.

5. Para todo a,b € X, existe ap,...,a,+1 € X tal que ap = a,
anir = b,y Ua, N, #0si[i—j < 1.

6. Para todo a,b € X, existe ap,...,a,.1 € X tal que ap = q,
ani1 =bylaitn{a} #0sili—jl <.

Demostracion. Las condiciones 1 = 2 = 3 son validas en cual-
quier espacio topologico, y aplicando el tercer apartado al recubri-
miento abierto {Uy}xex se obtiene 4. Es evidente que 4 = 5. Vea-
mos 5 = 6, dados a,b € X sean aj,...,a, € X satisfaciendo que
Uqg, NUg, si i —jl < 1.Sizi € Uq, NUaq,,,, existen wy € U, N Uq, y
w! € Uy, NU

Consideramos la sucesion

Ait1°

/ / /
Aoy W1, Z1y W1, A2y W2, Z2y, W)y e ooy A1y Wn—1yZn—1, W

n—1»y an>

entonces ap € {w_1}, pues Wi € uao, VARS {W_1} Capm pues
wi,wy € Uy, az € m, pues Wi € Ug,, etc... Es decir, las clausuras
de dos puntos consecutivos de la sucesion se cortan.

Por Gltimo, veamos que 6 => 1. Dados x,y € X veamos que existe
un camino y de x a y. Pero si ap = x,a;,az,...,a,-1,Y €s una
sucesion dada por el sexto apartado, sea z; € {(1_1} N{aiy1}. Entonces,
ai, ai+1 € U, y como U, es conexo por caminos, existe un camino

Yi de a; a ai;. Portanto,y =vy17v2...Yn_1 €s un camino de x a y.
[ |

Ejemplo 3.4.6.
El espacio de Khalimsky (Z, T ) es conexo, y por lo tanto conexo por

caminos por el Lema 3.4.2.
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Proposicion 3.4.7. Sea X un A-espacio. Si existe un punto x € X
tal que Uy es a la vez el maximal y el minimalen U = {Uyly € X},

entonces U, es un abierto y cerrado, y X es disconexo.

Demostracion. Basta probar que U es cerrado, o de forma equiva-
lente, que U, = U. Supongamos que y € U,. Entonces teniendo en
cuenta la Proposicion 3.1.4 existe z € U, tal que y € {z}.Por tanto
U, C Uy y U, € Uy. Ya que Uy es minimal, tenemos que U, = Uy, y
asi Ux € U, que por ser maximal. Por lo tantoy € U,. |

3.5. GENERACION DE A-TOPOLOGIAS.

En esta seccion se comprueba que dado cualquier espacio topologico
(X, T) se puede obtener una topologia mas fina que es de Alexandroff,

cuyos conjuntos binarios conexos son los mismos que los de 7.
Lema 3.5.1. Sea X un conjuntoy ¢ : X — P(X) cumpliendo:
1. x € d(x).

2.y € d(x) = dy) C d(x).

Entonces existe una A-topologia T, sobre X. Tal que UL = P(x).

Demostracion. Sea Ty = {O C X; ¢(x) C O paratodox € O}.
Veamos que es una topologia de Alexandroff, para ello es suficiente
probar que si {Oi}ic1 es una familia de conjuntos de T4 entonces
UO; € Ty y que NO; € Ty.

1. NO; € Ty si 01 € Tsi p(x) C Oy = d(x) C NO;.
2. UO; € Ty six € UO; = ¢(x) C Oy C UO;.
Veamos que u;"” = ¢(x):

1. x € ¢(x) por la condicion 1 de ¢.

2. Ademas ¢(x) € Tg, supongamos quey € ¢ (x) entonces d(y) C
®(x) por la propiedad 2 de ¢.
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3. ¢(x) es el menor abierto que contiene a x, por la definicion de
T

Teorema 3.5.2. Dado un espacio topologico (X, T) existe una topo-
logia sobre X, denotada por A7 y llamada A-topologia generada por 7,

que es mas fina que 7Ty verifica que:
1. AT =1inf{T’: T’ es una A-topologia sobre Xy T < T'}.
2. {7}7 = {7}A7 para todo x € X.
3. Tes Tpsiysolo AT es Tp.
4. {x,y} es conexo en (X, T) si y solo si lo es en (X, AT).

Demostracion. Sea ¢ : X — P(X) la aplicacion dada por ¢p5(x) =
NV, V € N7 N T}. Veamos que ¢ satisface las condiciones del Lema

3.5.1. La primera condicion es obvia, y siy € ¢5(x) hay que probar

que d5(y) C d(x), es decir que
NN; N eNJ}cnfw: WeNJL
Sea pues t € ¢pg(y) y W € NY. Por hipétesis,y € W, luegot € W.

1. T < T’} porque si O € T entonces O € N7 para todo x € O,
luego p3(x) C O,y por tanto O € N7, es decir O € AT.

Por otra parte si 77 es una A-topologia sobre X con T < 77,
veamos que AT < Tj. Para ello, bastaria probar que para todo
x € X, d7(x) € T. Ahora bien, b5 (x) = N{V; V € N7}, y como
T < T3y J7 es una A-topologia se tiene el resultado.

—T  —AT
2. Para probar que {x} = {x} , basta tener en cuenta que y €

{x}7 siy solosix € ¢p5(y) = Uy, lo que es equivalente por

3. Se cumple que si T < T7 y T es Ty entonces T también lo es.
Supongamos que T es Tp, entonces si X # y, entonces por se
tiene quey ¢ U7 o x ¢ UL7. Supongamos quey ¢ UL =
¢ (x). Entonces por definicion de ¢ (x), existe V.€ N7 N T tal
quey ¢ V.
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4. Como T < AT, si{x,y} es conexo en (X, AT) lo es en T. Recipro-
camente supongamos que {X,y} no es conexo en AT, por x ¢
—AT —T —AT T
yt  ={y} yx&{yl ={x} ,luego de nuevo por {x,y} no
es conexo en 7.

Nota 3.5.3. Obsérvese que:
1. T es Ty siy solo si la aplicacion ¢4 es inyectiva.

2. AT tiene menos conjuntos conexos que J. Por ejemplo si T es la

topologia usual en R, entonces AT es la topologia discreta.

3. El Teorema 3.5.2 es de interés si el espacio (X, T) es a lo sumo Tp.
En efecto, ya que si fuese Ty, AT también lo seria por la propiedad
4 del Teorema 3.5.2. Y por tanto A7 seria la discreta.

En el siguiente Teorema se prueba que si (X, T) es un A-espacio,
entonces T puede .2mpliarse.2 una topologia T’ que sigue siendo una
A-topologia que tiene los mismos subconjuntos conexos que 7, pero
que es Ty. La idea de la demostraciin consiste en anadir conjuntos
a la familia de entornos de cada punto, de manera que se obtengan
entornos minimos mas pequenos. Para que de este modo sea mas facil
que dados dos puntos al menos uno de ellos esté en el entorno minimo
del otro.

Aunque la demostracion es valida cualquiera que sea el cardinal de

IX], se supondra que X es numerable para seguirla con mas comodidad.

Teorema 3.5.4. Si (X, T) es un A-espacio, existe una topologia T’ sobre

X tal que
1. T< Ty (X,T’) es un A-espacio.
2. 7"y T tienen los mismos subconjuntos conexos.

3. T’ es minimal en el conjunto de las topologias sobre X que satis-

facen 1y 2.
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Demostracion. Sea X = {xnJnen Yy U = {Un nhen donde U, es el
entorno minimo de x,, en 7. Sean ¢ : X — P(X) la aplicacion dada
por ¢5(xn) = Uy,. Para cada V subsetX consideremos ¢4 (V) =
{x € X; d5(x) = V}. Es decir cl){}1 es el conjunto de puntos de X cuyo
entorno minimo es V.

Se tiene que {d)g] (V); V € P(X)} es una particion de X, y se trata
ahora de definir una aplicacion ¢5 : X — P(X) que satisfaga las

mismas condiciones del Lema 3.5.1.

1. Sidg' (V) = {x}, se toma ¢ (x) = V. Es decir, si existe un Ginico

punto x cuyo entorno minimo es V, dicho entorno no se reduce.

2. Si Id)? (V)| = 2,y Xn(v) es el primer elemento de V, se toma
L (xn(v)) =V, y para los sucesivos elementos de ¢ ' (V) or-
denados de forma creciente segin sus indices se toma ¢5(%;) =

VA {xi; 1 < jh

Notese que el efecto de esta construccion es sustituir la sucesion de
entornos minimo de 7T por otra en la que no haya dos puntos distintos
con los mismos entornos minimos.

Veamos que ¢/ satisface las condiciones del Lema 3.5.1.

Es evidente que x; € ¢ (xi). Por otra parte, si x; € $L(x;), o
bien ¢4 (x;) = d(x;) =V, y se tendria que ¢4 (xi) C dg(xi) C
d7(x;) = d3(x;), o bien d5(x;) S by(xj) =V, con dg(xi) = V\
{Xr; T < j},yseriai > j,porloque gl (x) = N dph(xi) = V\[xi; 1 <
i} C VA {xis k <jf = dz(x).

Por tanto, ¢/ general una A-topologia 7' > 7. (X, T) es Ty, pues

si X # Yy pueden ocurrir dos casos:

1. Ux # Uy y entonces x ¢ Uy o ynotinly por lo quexgENg/o
y &Ny,

2. Si Uy = U, = V entonces Ng/ =V\{t;t < x}yNg/ =
VA\{t: t <y} Comox <yoy<x,ygN] ox¢gNj.

Veamos que un conjunto es conexo en (X, 7) si y solo si los es en

(X, T’). Porser T’ > T, todo subconjunto conexo de T’ lo es en T. Para
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probar el reciproco, se prueba primero que es cierto para subconjun-
tos binarios. Pero si {x,y} es conexo para T, pory € Uy o x € Uy.

Supongamos que Yy € Uy, pueden darse dos casos:
1. SiNY' = U,, entonces {x,y} es conexo en T”.

2. SiNT' C U, =Vey e N, entonces {x,y} es conexo en T'. Si
y ¢ N7, entonces y < x y por tanto x € N’ por lo que {x,y}

es conexo para T,

Si C es un conjunto conexo de Ty x € C, dadoy € C por (2) de
podemos suponer que Yy € U,. Entonces, por ser C conexo por caminos,
existe un camino y en C con, luego {x,y} es conexo en T y por tanto

en J’. De nuevo por se tendria que C es conexo en T”. |

Proposicion 3.5.5. T es T si y solo AT es Ty si y solo si la aplicacion

by es inyectiva.

Demostracion. Siy € U, entonces paratodoV € Vg ,,y € V. T
siendo Ty existe W € 'V, tal que x € W, y por lo tanto x & U,,. |

Nota 3.5.6. En el siguiente diagrama analizaremos cual es el efecto de

la aplicacion sucesiva de los dos Teoremas anteriores:

1. Supongamos que (X, T) es un espacio Ty (not T;). Al aplicar el
Teorema 3.5.2, se obtiene el espacio (X, AT) que es un A-espacio
To, luego cuando aplicamos el Teorema 3.5.4 obtenemos el espa-
cio (X, (AT)’) pero por la construccion de (AT)’, se tiene que
(AT) = AT.

2. Para el caso en que (X, T) sea un A-espacio no Ty, si se aplica
el Teorema 3.5.2 no se obtiene mejora y AT = T, ya que se
introducen las intersecciones arbitrarias de los abiertos y no esto
no seria anadir nada pues (X, J) es un A-espacio. Y aplicando el
Teorema 3.5.4 se amplia la topologia T para conseguir una que

sea Tg.

3. Si (X, T) es un A-espacio Ty, y le aplicamos el Teorema 3.5.2 por
construccion de A7 se tiene que T = A7T. Ademas se conserva la

propiedad de Ty. Ocurriria lo mismo al aplicar el Teorema 3.5.4.
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Nota 3.5.7.

Esapcio Topologico de Partida
(X,7)

Teorema 3.5.2

/A—espacio generado (X, AT7):
1. Obtenemos un A-espacio.
2. Mismos conexos binarios.
3. AT es To <= T es 1.

4. AT tiene menos conexos

que 7.

Teorema 3.5.4

1. Obtenemos un A-espacio
To.

2. Tiene los mismos conexos

que AT.

3. Tiene los mismos conexos

binarios que 7.

4. AT es mas fina que AT.

/A—espacio To generado (X, AT"):

~

J

1. Supongamos que (X, T) es un

espacio Tp (not Tq). Al aplicar
el Teorema 3.5.2, se obtiene el
espacio (X, A7) que es un A-
espacio Ty, luego cuando apli-
camos el Teorema 3.5.4 obte-
nemos el espacio (X, (AT)’)
pero por la construccion de
(AT)’, se tiene que (AT) =
AT.

. Parael casoen que (X, T) sea

un A-espacio no Ty, si se apli-
ca el Teorema 3.5.2 no se ob-
tiene mejoray AT = 7, ya
que se introducen las inter-
secciones arbitrarias de los
abiertos y no esto no seria
anadir nada pues (X,7) es
un A-espacio. Y aplicando el
Teorema 3.5.4 se amplia la to-
pologia T para conseguir una

que sea To.

. Si (X, T) esun A-espacio Ty, y

le aplicamos el Teorema 3.5.2
por construccion de A7 se tie-
ne que T = AJ. Ademas se
conserva la propiedad de Tj.
Ocurriria lo mismo al aplicar

el Teorema 3.5.4.

Proposicion 3.5.8. Sea (X, T) un A-espacio Ty, T es maximal en el

conjunto de las topologias en X para el cual los conjuntos conexos son

los mismos que para 7.
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Demostracion. Supongamos que T < T, existe un conjunto abierto
U de T’ que no es un abierto para J. Luego existe x € X tal que
U eV yU ¢ Vg, Porlotanto U, € Uy existey € U, tal que
y ¢ U, {x,y} es conexo para 7.

T es un espacio Ty. asi x € Uy lo que significa que y € X, por
consiguiente Yy ¢ Xg/. Mas auny ¢ U implica x € Y4 por lo tanto

{x,y} no es un conjunto conexo para J’. [ |






EsPACIOS DE ALEXANDROFF Y
CONJUNTOS PARCIALMENTE

ORDENADOS.

Recordemos (ver Teorema 2.4.1y Proposicion 2.4.4) que dado un con-
junto (pre)ordenado (X, <) el conjunto B = {1 x : x € X} es base para
una topologia, denotada por T(<) y que dicha topologia es Ty si y solo

si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado

Teorema 4.0.1. Si X es un A-espacio Ty, entonces 1 x es compacto

para todo x € X.

Demostracion. Sea {G; : i € I} un recubrimiento abierto de 1 x.
Entonces x esta en G; para algin i € I. Asi debemos tener que T x C
G;. Por lo tanto G; es un subrecubrimiento finitode {G; : i€ I}, N

Teorema 4.0.2. Sean X e Y A-espacios Ty entonces f: X — Y es una

aplicacion continua si y solo si f({ x) CJ f(x) para todo x € X.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es continua, y sea x €
X. Ya que | f(x) es cerrado, contiene a f(x), entonces, por continuidad
de f, tenemos que f~' (] f(x)) es cerrado y contiene a x. Pero | x es el
cerrado mas pequefo que contiene a x por lo tanto | x C f~'(] f(x)),
por lo tanto f({ x) C| f(x).

Reciprocamente, supongamos para cada x € X que f(} x) C| f(x),
y sea C =| f(x) cualquier conjunto cerrado conteniendo f(x) en Y.
Sea A cualquier conjunto de X. Fijamos A = f~!(C), veamos que A

es cerrado, o equivalentemente, que | A = A. Luego

f(LA)=FfLf(C) =f1f (] (fx)))
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Y se tiene que

fLF T (F(x))) CLEE (L (f(x)))) =) f(x) = C.

Por lo tanto | A C f 1(C) = A, pero A C| A, por lo tanto
A =] A que implica que f es continua. ]

Teorema 4.0.3. Sean X e Y A-espacios Ty entonces f: X — Y es una
aplicacion continua si y solo si f(1 x) CT f(x) para todo x € X.

Demostracion. La prueba es equivalente a la del Teorema 4.0.2 ante-

rior.
Proposicion 4.0.4. (X, T(<)) es un A-espacio T.

Demostracion. Recodemos que la base de T(<) es la familia B = {*
x:x € X},donde T x ={y € X: x <y}l

Que es Ty, es directo por la Proposicion 2.4.4. Queda ver que esta
topologia es de Alexandroff, para ello veamos que la interseccion arbi-
traria de elementos de B es un elemento de B, pero esto es inmediato,

por la propia definicion de los conjuntos 1 x y se verifica la igualdad.

ﬂ Tb=ta, aeX yparatodob € X.

b<a

Proposicion 4.0.5. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado,
entonces B = {1 x : x € X} es base minimal.

Demostracion. En efecto, para cada x € X, el conjunto T x = G
donde G =N{U € T, x € U}, esto es cierto, pues por el Teorema y la
nota anterior, tenemos que x € T x C G. Por otro lado, ya que 1 x es
abierto, esto implica que G C 1 x. Entonces tenemos que B = {1 x :

x € X} es una base minimal. [ |

Nota 4.0.6. Sea (X, T) un A-espacio, denotaremos al preorden de es-

pecializacion con <s. Es decir, a <5 b siysolosia € m

Lema 4.0.7. Sea (X, T) un A-espacio Tp y <7 es el orden de especiali-
zacion, entonces x <g Y siy solosiy € U,.
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Demostracion. Supongamos que x <g Yy luegoy € U,, entonces
Uy € Uy. Reciprocamente, supongamos que y € Uy, con x # Yy (en
el que caso de que sean iguales es trivial). Entonces como X es un
A-espacio y por ser Uy es entorno minimo de x, tenemos que x ¢ U,
luego, por ser Tp y ya que x # y, Uy C Uy y por definicion de orden

de especializacion, se tiene que x <y y. ]

Nota 4.0.8. Partir de que Uy C U y decir, que por definicion de orden
de especializacion se tiene que x <7 Y. Es porque decir que si x € {y}
implica que todo abierto de T que contenga a x también contiene a y,

en particular, el abierto Uy contiene a y.

Como ya se indico en el Capitulo 2, se verifica que en un conjunto
preordenado (X, <), se tiene que <g(<)=< es decir que el orden de
especializacion asociado a la topologia que general < coincide con él.
Como vimos en el Ejemplo 2.4.8 laigualdad T(<5) = T no tiene porqué
verificarse en cualquier espacio topologico, pero en los A-espacios si se

cumple esta igualdad.

Teorema 4.0.9. Si (X, T) es un A-espacio Ty y si < es el orden de
especializacion, entonces la topologia inducida por el orden de especia-

lizacion es la topologia T, es decir T (<) = T.

Demostracion. Basta comprobar que las bases de ambas topologias
B = {Ustxex Yy B’ = {1 x : x € X} cumplen las condiciones de la
Proposicion 1.1.9. De hecho, son iguales, pues se tiene que x <y y

si y solo siy € Uy, por el Lema 4.0.7. Por lo tanto 1 x = U, donde
Tx={yeX:x<sy}

Nota 4.0.10. Teniendo en cuenta el Teorema 4.0.9 no se hara distincion
entre los abiertos de la topologia inicial, y los abiertos de la topologia
dada por el orden de especializacion en un A-espacio. Si (X, T) es un
A-espacio, por el Teorema 4.0.9 y la Proposicion 2.4.2 afirmar que un
conjunto es abierto en topologia inicial sera equivalente a decir que

A =1 A, considerando el orden de especializacion <.

Teorema 4.0.11. Sea (X, T) un A-espacio Ty, y sea A C X. Entonces
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1. Para cualquier x € X, {x} = .

2. int{Al={xe A:tx CA}L

3. A=U,en 4 %

4. A’ ={x € A: existey € A conx < y}.
Demostracion.

1. | x es un conjunto inferior y por lo tanto un cerrado que contiene
a x. Asi {x} C| x.

Reciprocamente, supongamos que y €/ x, luego, siy € ({x})¢,
que es un abierto, entonces T y N {x} = (. Ya que x €1 v,
tenemos que x ¢ {x}, que es una contradiccion. Por lo tanto
y € {x}, y tenemos que | x C {x}. Asi pues se tiene que x € X,

X} =) x.

2.Sixe{xeA:Ttx CA}LAsi,Tx C A.Pero? xes un abierto,
por lo tanto, T x C int{A}. Reciprocamente, seay € int{A} C
A. Entonces existe un abierto U de X tal quey € U C A. Pero

Ty es el conjunto mas pequeno que contiene a y. Por lo tanto
ye{xeA:Tx CA}L

3. Six € A, entonces {x} = x C A, asi que Uyea 4 x C A.
Por otro lado, si x € A, entonces x €] x C Uyxea | X. Asi pues
A C Uxea | X, que es cerrado, por lo tanto A C Uygea | x

4. Se tiene la siguiente cadena de equivalencias, x € A’ <= todo

abierto U que contiene a x se tiene que U N A \ {x} # 0 <=

x NA\{x} #0 < existey € A,conx <y < x € Ay
existey € A conx <.

|

Ejemplo 4.0.12.
Consideremos el conjunto parcialmente ordenado X con el orden parcial
mostrado en la figura 4.1.

Asi el espacio (X, T(<)) es un A-espacio Ty, entonces:
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a b

Figura 4.1: Conjunto parcialmente ordenado (X, <)

1. int{A} =1 f = {f}.
22 A=|fUle={ab,c,d,e,f.
3. A’=xc{A:existey € Aconx <y} =1{a, b, c, d.

Teorema 4.0.13. Sea (X, T(<1)) v (Y, T(<2)) dos A-espacios Ty con
sus correspondientes conjuntos parcialmente ordenados (X, <;) vy
(Y, <3) respectivamente. Entonces el orden de especializacion <p de
el A-espacio Tp X X Y coincide con el orden inducido por el producto

de los correspondientes conjuntos parcialmente ordenados.

Demostracion. Vamos a usar el hecho que en un A-espacio Ty, x < y
siysolosiy € Uy. Ahora (a,b) <, (c,d)siysolosi(c,d) € Uiq,p) =
Uy X Uy siysolosic e Vyyde Uy siy solo si verifican que a <; ¢
yb <, d |

Ejemplo 4.0.14.

Dadoa —+ cen Xy b — den Y, obtenemos 4 puntos en X X Y,
(a,b), (a,d), (c,b)y(c,d). Entonces tenemos que (a,b) — (a,d) —
(c,d), (a,b) = (¢,d) — (¢,d) y (a,d) es incomparable con (c,b)
(ver figura 4.2).

4.1. TorPoLOGIA DUAL DE ALEXANDROFF.

Definicion 4.1.1. Dado un espacio topologico (X, T) consideremos la

familia



68 | 125 TopPoLOGIAS, RELACIONES BINARIAS Y (D1)GRAFOS.

(c.d)

(o]
(oW

X — (c,b) (a,a)

V)
o

(a,b)

Figura 4.2: Producto de X.

T"={0CX;X\0 eTh

Esta familia en general no es una topologia. Cuando lo sea se lla-
mara topologia dual de J. Notese que si T~ es topologia, los abiertos

de T°'™ son los cerrados de T y viceversa.

Veamos cuando esta familia verifica las condiciones para ser una
topologia sobre X. Pera ello, es condicion necesaria que (X, 7T) la inter-
seccion arbitraria de conjuntos de T pertenezca a T, es decir, que T sea
de Alexandroff.

Proposicion 4.1.2. Sea (X, T) un espacio topologico, entonces (X, T™)

es una topologia si y solo si T es de Alexandroff.

Demostracion. Supongamos que T es una topologia de Alexandroff,
es trivial que ) y X € T5'™ y que la interseccion dos abiertos de T~
pertenece a T Sea {O;}ic1 una familia de conjuntos con O; € T~
Veamos que UO; € T~ por definicion X \ UO; € Ty X\ UO; =
N(X\ O;), donde X\ O; € T como T es de Alexandroff se tiene que
N(X\ Oi) € T°.Y por lo tanto T~ es una topologia.

Supongamos ahora que T¢'™ es una topologia, veamos que 7 es
A-topologia. Sea {O; }ie1 una familia de conjuntos de J. Hay que ver
que NO; € T, pero por hipotesis O; es cerrado en T~ y por tanto NO;
también lo es. Entonces por la definicion de T~ se tiene que NO; € 7.
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Nota 4.1.3.
1. Si T es una A-topologia, entonces (T7~)~ = T.

2. Los entornos minimos de los puntos en la topologia dual T~ se
corresponden con las clausuras de estos, es decir, U7 = {x_}T.
Para demostrar esto tenemos que ver que u{ C {7}T y que
{7}{‘T C UJ". En el primer caso, @T el ser un cerrado en T se
corresponde con un abierto en T~ luego UJ C {x_}j. En segundo
lugar, U7 se corresponde con un cerrado en la topologia T por lo
tanto, gracias a que la clausura es el menor cerrado que contiene

—T -
a un punto se tiene que {x} C u;T .

_‘J"N
. T _
De la misma forma puede verse que U; = {x} .

Proposicion 4.1.4. Sea (X, T) es un A-espacio entonces:

1. El orden <+- es el orden inverso de <, es decir, x <g- ysiy

solosiy <y x.

2. Si (X,7T) es Ty entonces (X, T~) es también un A-espacio Ty

Demostracion.

1. Tenemos que probar que x <g- Y si y solo si y <+ Xx. Suponga-
mos que X <qsim Y por definicion x € {y} ~ como ug es cerrado
en T~ se tiene que x € {?}T C Ug, por la definicion de abierto
minimo y de clausura, se tiene que y € {7}7 que implicay <g x.

El reciproco se demuestra de forma equivalente.

2. Supongamos que T es Ty, sean x,y € X con x # y. Tenemos que
probar quey ¢ UJ ox ¢ ugi Ahora bien, como (X, T) es T,
se cumple quey ¢ UJ ox ¢ ug. Supongamos que se tiene el
primer caso, entonces comoy € X \ U7, que es cerrado en 7, y
por tanto abierto en T, se cumple quey € U] C X\ U], asi
que x ¢ ugi Razonando del mismo modo se prueba el caso en
que six ¢ U7, entoncesy ¢ UJ .

[
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Definicion 4.1.5. Sea (X, T) un A-espacio. Si se verifica que T = T~

entonces se dice que T es auto-dual.

Ejemplo 4.1.6.

Un ejemplo de topologia auto-dual seria el espacio
(X,T) ={X.0,A, X\ A}, A C X.

Nota 4.1.7. 1. Dela Nota4.1.3 se llega a que en las topologais auto-
duales U, = {x}. Esto quiere decir que las topologias auto-duales

son muy anticonexas (salvo la topologia trivial).

2. De la Proposicion 4.1.4 se tiene que el orden asociado a una

topologia auto-dual es el trivial.

En el siguiente resultado, se prueba que las topologias auto-duales
sobre un conjunto X estan asociadas a una particion sobre un conjunto
X, y por tanto, estan en biyeccion con las relaciones de equivalencia

sobre él.

Proposicion 4.1.8. Si T = T~ entonces B = {U, }xcx es una particion
de X. Si (Ay)ic1 es una particion de X,y B ={A; : 1 € I} es una base
de la A-topologia auto-dual 7 = T~. Ademas X es conexo si y solo si T

es la topologia trivial.

Demostracion. Supongamos que 7 = T, U, es el entornos mas
pequefo que contiene a x y tenemos que U, = {x}. Sit € U, N Uy
entonces Uy C Uy, t € {x], esto implica que x € Uy y por lo tanto
Uy € Uy, igualmente Uy C Uy. B es una particion de X.

Sea B ={A;: i1 € I} una particion, obviamente B es una base de
una topologia, denotemosla por J. Ademas si x € Ay, con A; el abierto
mas pequeno que contiene a x. Asi J es una A-topologia y U, = A;.

Veamos que {x} = Uy.

A es un conjunto cerrado, por que X\ A; = U{A;; j # i} es abierto.
Consecuentemente {?} C A; = Uy. Por lo tanto para todoy € U,,
Uy =U,x€Uyey € {x}. Por consiguiente {x} = U, y T = T~

Cualquier Uy es abierto y cerrado, luego X es un conjunto conexo
si y solo si para todo x € X, Uy = X si y solo si T es la topologia trivial.
[
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Teorema 4.1.9.

1. Si (X, T) es un A-espacio, la aplicaciony : P(X) — P(X) dada
por Y(A) = U{Uy : x € A} es un operador clausura, y si T es

su topologia asociada, se tiene que T, =T~

2. Ty T’ tienen los mismos conjuntos conexos, por lo tanto estas

topologias tienen las mismas componentes conexas.
Demostracion.

1. Es inmediato que y(0)) = (), que A subsety(A) y que y(A U
B) = v(A) Uy(B). Veamos que Y(Y(A)) = y(A). Paraello es
suficiente probar que y(y(A)) C y(A). Ahora bien, y(y(A)) =
H{Uy; x € Y(A)}. Sea pues w € U{Uy; x € Y(A)}; entonces
w € Uy paraalgiinx € Uy, cony € A.Perosix € Uy, Uy € Uy,
asi que x € Uy, luegow € y(A).

Por otra parte A C X es cerrado en (X, 7, ), si A = y(A), es
decir, si y solo si A = U{Uy; x € A}. Por tanto, los cerrados de

T, son los abiertos de 7T, y se tiene asi que T, = T~

2. Ty J~ tienen los mismos conexos pues los abiertos de J son los

cerrados de T

Nota 4.1.10. Si existe ¢ : X — P(X) verificando las hipotesis del
Lema 3.5.1, entonces Uy® = $(x), y la topologia T es la topologia
asociada al operador clausura y(A) = U{d(x); x € A}. Por tanto,
v({{x}) = UL, Ademas, por la Nota 4.1.3 Ty, y Ty son Ty si y solo si ¢

es inyectiva

Proposicion 4.1.11. Sea (X, T) un A-espacio.

1. sup(7,T™) es la A-topologia auto-dual asociada con la particion

{A(x)}ex donde A(x) = {y : Uy = U:

2. inf(T,T™) es la A-topologia auto-dual asociada con la particion

{C(x)}xex siendo C(x) la componente conexa de x.
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Demostracion.

1. Recordemos que sup (T, T™) tiene como subbase la familia TUT™~
y que por tanto tiene como base la familia {UJ NUY } ={UI N
{7}7. Veamos que A(x) = ugm{7}7, siy e U 0{7}7, Uy cuy
y x € UJ, por tanto ug culyul c ug, es decir UJ = ug.
Ademas, {A(x)} es una particion de X; pues si z € A(x) N A(y),
entonces U] = UJ = ug, por lo que {?}Tr = {y_}‘I y resulta
A(x) = A(y). Si T es la topologia auto-dual asociada a {A(x)},
T < Tporque A(x) CUL,y T <T (=7T), pues A(x) C U .
Por tanto sup(T,T~) < T. Por otra parte, A(x) € sup(T,T~),
asi que T = sup(T,T~).

2. Sea Clatopologia auto-dual asociada a la particion {C(x); x € X},
cada C(x) es un abiertoy cerrado para T, luego C(x) es un abierto
para J~, por lo tanto C < Ty C < J7. Supongamos que tenemos
€ talque € < Ty & < T, todo abierto O € € es abierto y
cerrado en 7. Luego para todo x € O, C(x) C O, pues C(x)
esta contenido en cualquier abierto y cerrado que contenga a x.
Por consiguiente O = Uy C(x) es un abierto para C. Por tanto
e <C

[ |

Nota 4.1.12.

1. Como U] = A(x), por la Nota 3.5.3, T es Ty si y solo si la apli-
cacion dada por d(x) = A(x) es inyectiva, es decir, si y solo
si A(x) = {x}, pues si existiese y # x cony € A(x), entonces
Aly) = Alx).

2. (X,7) es conexosiy solosi C(x) = X, paratodox € X. Por tanto

(X,T) es conexo si y solo si inf(7T,T™) es la topologia trivial.



EspAcios FINITOS.

5.1.

EspAcios FINITOS Y (PRE)ORDENES.

Un problema ya clasico en topologia, y que atn no ha sido resuelto es

determinar cuantas topologias existen sobre un conjunto finito X. Si X

tiene n elementos y T(n) es el conjunto de topologias que se pueden

definir sobre X, actualmente no se conoce ninguna formula para [T(n)|,

ni existe un algoritmo eficiente que lo calcule.

En la siguiente tabla tomada de [23] se indican los valores de [T(n)|

paran < 18y las clases de homeomorfismos de los elementos de T(n)

Por otra parte, es evidente que el inico axioma de separacion que

tiene interés estudiar en los espacios finitos es el Ty, ya que todo espacio

finito que sea T; es un espacio discreto. Una consecuencia de que un

Topologias v.s. Preordenes

|

Clases de homeomorfismo

[ n Namero de Topologias [ T(n) | | ]

1 1 1

2 4 3

3 29 9

4 355 33

5 6942 139
6 209 527 718
7° 9535241 4535
8¢ 642779 354 35979
9d 63260298423 363083
10¢ 8977053873043 4717 687
11¢ 1816846038 736 192 79501654
12f 519355571065774021 1744252509
13f 207 881393656 668 953 041 49 872 339 897
149 115617051977 054 267 807 460 1856792610995
15" 88736269 118 586 244 492 485 121 89847 422244 493
16t 93411113411710039 565 210 494 095 56 372941175 255 695
17" 134 137950 093 337 880 672 321 868 725 846 ?
18t 261492535743 634 374805066 126901 117 203 ?

Tabla 5.1: Topologias v.s. Preordenes.
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espacio finito es Ty es que tiene que tener un conjunto unitario cerrado.

Proposicion 5.1.1. Un espacio Ty finito tiene al menos un conjunto

unitario cerrado.

Demostracion. Por induccion sobre |X|. Si |[X| = 1 el resultado es
evidente. Supongamos que se verifica para |[X| =n — 1. Si [X| = n, sea
A C X, tal que [A| =n — 1, Como A es un espacio Ty, por la hipotesis
de induccion existe un punto p € A tal que {p} es un conjunto cerrado
en A, luego {p} = A N F para algin conjunto F cerrado en X, entonces,
tendremos F C {p, x,. }, siendo x,, el tnico punto de X que no esta en
A.Si F = {p} se termina la demostracion, por lo tanto supongamos
que F = {p,xn}. Sea O; un conjunto abierto en X tal que p € Oy y
Xn & O7. Entonces O§ NF = {x,,} es cerrado en X. Si O3 es un abierto
en Xtalquep ¢ Oz yxn € Oz, OSNF={p}esuncerradoen X. W

Nota 5.1.2. Este resultado no es cierto para cualquier A-espacio. Por
ejemplo, si en R se considera la topologia T = {0} U{[x,00) : x € R}.
Entonces (R, T) es un A-espacio, con U = [x,00) y es To, pues dados
X #Ysiy <x,x & Uy. Ahora bien, para todo x € R, @ = (—o0, x].
Como todo espacio finito (X, T) es un A-espacio, T esta determinada
por su preorden de especializacion <, definido comox <5 ysiy € Uy.
Esta condicion como en todos los A-espacios, se puede expresar de otras

formas.xG{?},{?}C{y_}oux =tx={yeX;x<sy}

En la siguiente tabla se indican los valores [Ty(n)], siendo To(n) el
conjunto de las topologias Ty sobre un conjunto de n elementos
La relacion <g es una relacion de orden parcial si y solo si (X, T)

es To. Asi pues, en los espacios finitos se tiene que
Proposicion 5.1.3. Si [X| = n, entonces
1. Existe una biyeccion entre T(n) y [Pre(X)].
2. Existe una biyeccion entre To(n) y [Po(X)].

Es decir, en un conjunto finito X, las topologias son preordenes sobre

X'y las toplogias Ty son ordenes parciales.



Fernando Canizares Romero 75 ‘ 125

l Topologias T, v.s. Ordenes parciales ‘

[ n To Topologias [T(M) [ [ Clases de homemomorfismo |
1 1 1
2 3 2
3 19 5
4 219 16
5 4231 63
6 130023 318
7 6129 859 2045
8 431723379 16999
9 44511042511 182231

10 6611065248783 2567284
11 1396281677 105 899 46749 427
12 414864941055 853499 1104891746
13 171850728 381587 059 351 3383827452
14 98484 324257 128 207 032 183 1338193159771
15 77567 171020 440 688 353 049 939 68275077901 156
16 8348052978549 015 781384425579 4483130 665 195 087
17 122 152541250295 322 862941281269 151 ?
18 241939392597 201176 602897 820 148 085 023 ?

Tabla 5.2: Topologias Ty v.s. Ordenes parciales.

Se demuestra en [23] la formula

D 8(n,K)[Po(X)]
k

donde 8(m, k) es el numero de Stirling de segunda clase, es decir, el
numero de relaciones de equivalencia sobre un conjunto de n elementos
que tienen k clases de quivalencias, que se pueden obtener mediante

la formula.

- 3
sty =3 (-1 ()i

= )
Siendo el miembro de la izquierda el nimero de aplicaciones sobre-
yectivas de un conjunto de n elementos en otro de k elementos.

Por ser A-espacios, las aplicaciones continuas entre espacios finitos

admiten la siguiente caracterizacion.

Nota 5.1.4. El conjunto de conjuntos abiertos {Uy }xex es base para X.

De hecho es la Gnica base minimal para X.

Como todo espacio finito es compacto y en cuanto a las propiedades

de conexion se tiene:
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Teorema 5.1.5. Un espacio conexo finito es un espacio conexo por

caminos.

La demostracion de este teorema es una consecuencia directa del

Teorema 3.4.5.

5.2. FuUNCIONES CONTINUAS Y
HOMEOMORFISMOS ENTRE ESPACIOS

FINTOS.

Proposicion 5.2.1. Si (X, T) e (Y, T’) son espacios finitos, f : (X, T —
(Y, T’) es continua si y solo si conserva los ordenes de especializacion,

es decir, x <7 Yy si y solo si f(x) <5 f(y).

Demostracion. Sea f una funcion continua, supongamos que x < y
en X, luegox € Uy C 1 (Us(y)) y asi f(x) € Uy (y) lo que implica que
f(x) < f(y). Reciprocamente. Veamos que si O es abierto, entonces
f~1(0) es abierto, viendo que es entorno de todos sus puntos. Para
ello, probaremos que siy € ' (0),y € U, C f1(O).

Seay € f~'(0) cualquiera, entonces f(y) € O. Luego U, € O
(ya que Us(y) es base minimal).

Comprobemos que efectivamente U, C f~'(O). En efecto, pues
para todo x € U, se tienes por hipotesis que (se preserva el orden),
x < Y entonces, f(x) < f(y), por lo tanto f(x) € Usy) € O luego
Uy C f~1(0) para cualquier y. [ |

Por otra parte, se tiene que los homeomorfismos de un espacio

finito en si mismo son las aplicaciones continuas y biyectivas.

Proposicion 5.2.2. Si (X,7) es un espacio finitoy f : (X,T) —

(X, T) es continua e inyectiva o sobreyectiva, f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por ser X finito, la condicion de ser f inyectiva o
sobreyectiva es equivalente a que f sea biyectiva. Entonces, f induce
una biyeccion £ P(X) — P(X) dada por ?(A) = f(A). Pero si
?(A) € T C P(X), por ser f continua y biyectiva, A = f~1(f(A)) € T.
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Como T es finitay T C f(7), se tiene que f:7— Tes biyectiva,
ya que If(T)| < |71, por lo que f es abierta, ya que manda abiertos en
abiertos. [

Si denotamos por Y* es espacio de la funciones continuas de X a Y,

sobre dicho espacio se suele considerar la topologia compacta abierta.

Definicion 5.2.3. La topologia compacta abierta (Tco) en YX es la
tologia que tiene como subbase el conjunto W(C,A) = {f € Y* :
f(C) C A} donde C es un compacto en X'y O es un abiertoen Y.

Si X e Y son espacios finitos entonces es evidente YX también lo es
y por lo tanto es un A-espacio. En Y* se puede considerar la siguiente

relacion de orden

Definicion 5.2.4. El orden puntual < en YX viene dado por f < g si
f(x) < g(x) para todo x € X.

Veamos que dicha relacion es el orden de especializacion de la
topologia compacta abierta, esto es equivalente a probar que ambas
topologias (la asociada al orden puntual y la T¢p) mismos entornos

minimos.

Proposicion 5.2.5. Si X e Y son espacios finitos, entonces:
n{o CY*% 0TcogeO}={f: f<gl=|g.

Demostracion. Sea Vg = ({O C YX; O es abiertoy g € O}y Zy, =
{f; f < glyseax € X,f € Vy.Yaque g € W({x}, Ug(x)), se tiene que
f(x) € Ug (), por lo tanto f < g, entonces V; C Z,.

Reciprocamente, sea f < g tomamos g € W(C, A) luego g(x) € A
para algiin x € C ya que f(x) < g(x) se tiene que f(x) € Ug(x) y por
lo tanto f(x) esta en todo conjunto abierto que contenga a g y por lo
tanto Z4 C V. |

En [26] que existen A-espacios infinitos X de forma que, XX no son
A-espacios.
Como una consecuencia inmediata de la Proposicion anterior seria

lo siguiente.
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Proposicion 5.2.6. Sea X e Y espacios topologicos finitos. Si Y es Ty

entonces YX es Tp.

Demostracion. Dados f, g € YX tales que f < gy g < f, debemos
< f(x) para todo x € X
e Yes Ty, se deduce que f(x) = g(x) [ |

ver que f = g. Pero como f(x) < g(x) y g(x)

5.3. EspAci0s FINITOS Y MATRICES.

Como ya se comento las topologias sobre un conjunto finito estan en
correspondencia biyectiva con los predrdenes, mostrando asi que tales
espacios pueden ser estudiados desde otras estructuras de naturaleza
algebraica.

Igualmente, Shiraki definio como matrices topogenas los objetos
que trabajo Krishnamurthy, en un intento de contar las topologias que
pueden definirse en un espacio finito, un problema que todavia no se
ha resuelto. Ademas, dichas matrices dan toda la informacion sobre
la topologia de un espacio finito, mostrando la importancia de dichos
objetos en el contexto topologico.

Durante el desarrollo de esta seccion, X = {x1,...,X,} sera un
conjunto de n elementos, I,, ={1,2,...,n} un conjunto de subindices

y 0 esuna permutacion de I,,. Usaremos P, para denotar la matriz
[Pd]ij = 6(1) 0-(]))

siendo 0 la delta de Kronecker.

5.3.1. MATRIZ TOPOGENA.

Recordemos que U, representa el abierto minimal que contiene a x, co-
mo hemos establecido que nuestro conjunto finito es X = {x1,...,xn}
entonces Uy, = Uy. Y la familia U ={Uy, ..., U}, la cual es la base

minimal de la topologia que esté asociada al espacio X.

Definicion 5.3.1. Sea (X, T) sea un espacio topologico finitoy U =
{Us,...,Un} la base minima. La matriz topogena Tx = [ti;] asociada

a X es la matriz cuadrada que satisface
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tij:{ 1, Xieu]'

0, en caso contrario

Ejemplo 5.3.2.

En la figura 5.3.2, se representa la base minimal para una topologia
en X ={x1, X2, X3, X4, X5, X }. Los conjuntos minimos son Uy = Us =
{x1,xs5}, Uz = {x2, x4}, Us = {x3}, Us = {xa}, Us = {x4,X¢}y la matriz

topogena asociada es

100010
O1 0 000
O 01T 000
O 1 01 01
100010
(00000 1|
O

Figura 5.1: Base minimal.

Ejemplo 5.3.3.
Consideremos el espacio topologico (X, T) donde X ={a, b,c,d, e}y

T = {Q) {b}) {d}) {b) d}) {d) e}) {b) d) e}) {a) b) d}) {a) b) d) e}) {a) b) c) d}’ X}

Para las siguientes ordenaciones de los elementos, se obtienen

respectivamente las matrices topogenas, que pueden comprobarse
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calculando la base minima en cada caso.

(X1»X2»X3>X4>X5) = (a,b,c, d> e)

©C = O = =
©c o o = o
[ N S G SN
©c - o o o
—_ - o o o

(X1»X2>X3>X4)X5) = (b> d) €, a, C)

o o o o =
©c o o = o
©C O = = o
©C = O = =
[ @ N g

Las matrices topogenas se pueden caracterizar segun el siguiente

resultado, cuya prueba puede encontrarse en [18] y en [19]..

Teorema 5.3.4. Sea T = [t;;] una matriz topoégena asociada al espa-
cio (X, 7). Entonces T satisface las siguientes propiedades, para todo
i,k € In:

1. 1y e {0, 1}.
2. tii:]-
3. tik:tkj =1 —>tij =1.

Reciprocamente, si una matriz cuadrada T = [tij] de tamanon xn

satisface las propiedades anteriores, entonces T induce una topologia
sobre X.

Las clases de homeomorfismo también se describen por similitud a

traves de la matriz de permutacion entre matrices topogenas.
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Definicion 5.3.5. Definimos la matriz de permutaciones, que corres-

ponde a la matriz

por T = [8ip(5)).

Definicion 5.3.6. Dadas dos matrices topogeneas Ty T, si existe una

matriz de permutaciones P tal que
T =P'TP
Entonces T y T’ se dice que son equivalentes y se denota por
T~T

Teorema 5.3.7. Sean (X, T) e (Y, T’) espacios topologicos finitos con
matrices topogenas asociadas Tx y Ty respectivamente. Entonces (X, T)
y (X, T7) son espacios homeomorfos si y solo si Tx y Ty son similares

por permutaciones.

Demostracion. Sea U y U’ las bases minimales de entornos de (X, T)
e (Y,T’) respectivamente y sea f : (X,T) — (Y,7’) un homeomor-
fismo tal que

f(Ci) = Cp(i)(i: 1,2,...,“).

f induce la aplicacion

que preserva la relacion de inclusion en Uy U’. Si T = [ay;], tenemos

ay =16 U CU < U CUp) & Qpajp) = 1,

ai]- = ap(i)p(j)(i,j = 1,2,...,TL).

Se fija P = [8ip(j)], por lo tanto tenemos que T’ = P*TP, porloqueT ~
T
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Reciprocamente asumamos que T ~ T’ entonces existe una matriz
P = [8ip(j)] tal que T = P*TP. Definimos f : (X, T) — (Y,T”’) por

flai) = ap(),
Entonces f es un homeomorfismo. [ ]

Se puede prueba (ver Corolario 0.9 de [17]) que observando las dife-
rentes entradas de dos matrices topogenas asociadas a dos topologias,

se puede ver si una topologia es mas fina que la otra.

5.3.2. TRIANGULARIZACION DE MATRICES TOPOGENAS

Sea (X, T) un espacio topologico con base minima U = {U;, Uz, ..., Un}
y su matriz topogena asociada Tx = [t;]. Se define la relacion binaria

< sobre X como sigue:
xi<x <<= x €lj = U CUj; =ty =1

Esta relacion es de preorden sobre el espacio, es decir, reflexiva y tran-
sitiva. El siguiente Teorema, cuya demostracion se puede encontrar en

[7], muestra bajo que condicion dicha relacion es un orden parcial.

Teorema 5.3.8. Las topologias sobre un conjunto finito X estan ba-
jo correspondencia biyectiva con los preordenes sobre X. Mas aun,
un espacio topologico (X, T) es Ty si y solo si (X, <) es un conjunto

parcialmente ordenado.

Ejemplo 5.3.9.
Consideramos el espacio (X, T) dado en el Ejemplo 5.3.3 con la ordena-
cion
(x1,%2,%3,%4,%5) = (a,b,c,d,e).
Tal espacio satisface el axioma de separacion Ty. El diagrama de Hasse

asociado al orden parcial (X, <) es el siguiente:

Uy = {x1,%X2,Xa}

Uy ={x2}
Us = {x1,X2,X3,Xa}
Us = {x4}

Us = {x4,%s}
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X3 @

X2 X4
o [

Figura 5.2: Diagrama de Hasse asociado al orden <.

En el Ejemplo 5.3.3 era posible asociar una matriz topogena trian-
gular superior al espacio dado, ya que dicho espacio es Ty, como se

prueba en el siguiente Teorema.

Teorema 5.3.10. Un espacio topologico finito (X, T) es Ty si y solo si
la matriz topogena asociada Tx es similar por permutaciones a una

matriz topogena triangular superior.

Demostracion. Supongamos que (X, T) es un espacio finito Ty con
matriz topogena asociada T. Sea X = {x1,X2,...,%xn}y U; el entorno
minimo de x;. Denotamos por N; al nimero de elementos de U, y

modificamos X como X = {Xp,, Xp,, ..., Xp, | tal que si i < j, entonces

Np, < Np,. Consideremos la matriz topégena T’ = [t{;] correspon-
diente a la nueva base, (Xp,,Xp,,...,Xp,) de X. Si i < j, entonces
tenemos que x,, & Uy, and t{j = 0. Por lo tanto, T’ es una matriz
triangular similar por permutaciones a T. Reciprocamente, asumamos
que para una matriz topégena T del espacio (X; T) existe una matriz
triangular Ty = [ty;] de forma que T ~ Tq. Si x4, x5 € X'y x; < Xj, en-
tonces ti; = 0 ya que T; es una matriz triangular. Por lo tanto a; ¢ U

por lo que el espacio es Tp. |
Veamos la forma de triangular una matriz topogena de un espacio

To X. Dada la matriz topogena Tx = [ti;] definimos My = Y " tix =

|Ux|, para cada k € I,,, si los organizamos en orden ascendente

My, < My, <--- < My,
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y consideramos la permutacion

1 2 ... n
o= ,
ki ka -0 Kkn

la matriz topégena P Tx P es triangular superior: sii > jy to(i)o(j) =
1, tendriamos X4 (i) < Xg(j) Y por lo tanto My, < My, lo cual contra-

dice el orden de My, por lo tanto ts(i)o(j)—o-

Ejemplo 5.3.11.
Consideremos el espacio topologico X, representado por el siguiente

diagrama de Hasse de la imagen 5.3 y matriz topogena:

X5
]

N\
V4

Figura 5.3: Diagrama de Hasse.

100010
110110
101010
100111
000010
11111
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Primero, vemos que My =5, My, =M3 =2, My =3, M5 =6y

Mg = 1. Por lo tanto obtenemos la permutacion

12
o 3456:(165)
623415

cuya matriz asociada viene dada por

— O O O O O
o O O O —= O
o O O —= O O
o O = O O O
o O O © o —
o = O O O O

Si denotamos por X, = Xq(k), €l nuevo orden de elementos es

representado in la matriz topogena como sigue:

/
X6
®

B
/
x/
[ }
X @
3

Xé' /

® X,

Figura 5.4: Diagrama de Hasse asociado al nuevo orden.
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111111
010111

pirep,— |00 101
000111
000011
(00000 1]

Nota 5.3.12. Observemos que, en general, la permutacion o construida

usando la relacion
My, < My, < < My,

no es Unica. En el Ejemplo 5.3.11, podriamos haber usado 0/ = (165)(23)

para triangularizar Tx obteniendo la matriz triangular superior:

PLTxP, =

©c O o o o —
SR o T o T o Jp—
©C O O - O —
SR o J T G -
OC = -
—_ e e e e

A pesar de la ausencia de unicidad a la hora de elegir tal permuta-
cion o, los resultantes espacios Ty son siempre homeomorfos (Teorema

5.3.7), por lo tanto las propiedades topologicas son las mismas.

Nota 5.3.13. A partir de ahora, en las dos siguiente secciones, cuando
(X, T) sea un espacio Ty, fijamos un orden en los elementos de X tal

que la matriz topogena Tx sea triangular superior.

5.3.3. MATRIZ DE STONG

Definicion 5.3.14. Dado un espacio finito y Ty X, definimos la matriz

de Stong Sx = [sij] como la matriz cuadrada que satisface

(5.1)

1, xi < x5y noexiste k con x; < xy < X5
Sij = 0
, €n otro caso.
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Un meétodo simple para calcular la matriz topogena Tx y la matriz
de Stong Sx el espacio X, del diagrama de Hasse asociado. Numeramos
los vertices de modo que x; < x; = 1 < j, es decir, los numeramos
de abajo hacia arriba asegurando que la matriz topogena es triangular

superior. Para cada i # j:

1. t35 = 1 si y solo si existe una cadena, cuyo minimo es x, y el

Maximo x;.
2. si; = 1siy solo si, (x{,%;) es una arista del diagrama de Hasse.
Nota 5.3.15. Si ti; = 0 entonces s;; = 0y si; = 1 entonces ti; = 1.
Ejemplo 5.3.16.

Consideremos el diagrama de Hasse (figura 5.5) numerando los vértices

como describimos antes (figura 5.6):

) ) X7 X8
o, J
X6
@, @
X3
o, X4 @, ® X5
o o | J
" ) o X1 X2
Figura 5.5: Diagrama de Hasse sin nu-  Figura 5.6: Diagrama de Hasse con nu-
meracion meracion

Para x5 tenemos, x5 < X5,X5 < X6, X5 < X7 Y X5 < Xg, por lo tanto
la quinta fila de Tx sera [0 0 0 0 1 1 1 1]. También, las aristas con el
punto inicial x; son (x1,%3) y (X1,X4), por lo tanto la primera fila de

Sxsera[1 011000 Q0] Las matrices asociadas son las siguientes:
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10110111
01T 010111
00100000
00010111

Ty =
00001111
00000T1T11
00000O0T10
00000001,
(1011000 0]
01T 010000
00100000

Sy — 00010100
00001100
00000T1 11
00000O0T10
00000001,

5.3.4. RELACION ENTRE LAS MATRICES TOPOGENAS Y DE
STONG.

Se puede obtener la matriz topogena de la matriz de Stong y viceversa.

En el primero de los casos, usando el Teorema 5.3.4, podemos ver que la

matriz topogena es la matriz de incidencia de la clausura transitiva de

la relacion binaria representada por la matriz de Stong. Para la matriz

dada en el Ejemplo 5.3.16

Sx =

o O O = O O o O
O O = = -4 O O O
o = = O O O O O
—_ O = O O O O O

o O O O © O o —
O O O © © O —= O
o O O O O — O —
© O O © — O — =
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Anadimos unos en cada subdiagonal superior. La primera subdia-
gonal, consiste en los elementos sy k1, 1 < k < 7, no cambias
pues si existe k tal que sy 11 = 0yt = 1, existiria un x;
con Xx < Xj < Xx4+1, lo que no es posible, ya que el orden que he-
mos tomado, dado en la Nota 5.3.13, implicara k < j < k+ 1, que
es una contradiccion. Para la segunda subdiagonal, cuyos elementos
son Sy k12, | <k < 6, habra ceros en las entradas s35 y ss57. Ya que
S56 = Se7 = | tenemos que tsg = tg7 = 1 por lo tanto ts; = 1 (por el
Teorema 5.3.4) y asi anadimos un uno en la entrada (5,7). En el caso

s35 = 0 no se tiene ninguna modificacion, pues s34 = s45 = O:

10110000

01 0100O00O0

001000O0O

Sg(z) B [31(52)] 00010100

00001110

00000 T1TT1H1

0000O0O0OTO

| 0000000 T]

Para la tercera subdiagonal, con los elementos sy i3, 1 <k <5,
tenemos ceros en las entradas 3225), 3226), 55127) y s%). Por ejemplo, ya

que 34(‘26) = Sé27) = 1 entonces t46 = tg; = 1 por lo tanto t47 =1, y asi
anadimos un uno en la entrada (4, 7). De la misma forma razonamos

para la entrada (5,8) ya que séé) = 5(6? = 1. La entrada (2,5) no

. . 2 2 . ,
cambia, pues no existe k tal que sék) = s](<5) =1, y por la misma razon,

tampoco cambia la entrada (3, 6):

ng) =[s

o O O © © O o —
o O O O © O —= O
o O O © © — O —
o O O O — O — —
o O ©O = O O O O
o O = = = O o O
O = = = <4 O O O
—_ O = = O O o O




TopPoLOGIAS, RELACIONES BINARIAS Y (D1)GRAFOS.

90 ‘ 125

(7).
X ¢

),S;G

,SK

Procediendo de forma similar en las siguientes subdiagonales, ob-
(4) ) S
X Y

tenemos las matrices S

110000
0 1

0

1

00

0 0 1
0 1
0 0 01

00000

0

1

1
1
1

0 1

1

0 00 01

1

0 00O0O01

0

0000001

0000O0O0O0T

0100
011
00000

1

1

0

1 01
1
0 0 01

0
0

0

1

1
1
1

0 1

1

0 00 01

1

000001

0

0000001

0000O0O0O0T

1010111
100000
0 0 01

0
0

0

1

1
1
1

0 1

1

0 00 01

1

000001

0

0000001

0000O0O0O0T
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©c O O O O o —

0

o O O O © —= O

0

o O O © — O —

0

©C O O = O = =

0

S O O = O O O O

O = =t O -

0

—_— e O -

_— O =t — O - —
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Ya completada la Gltima subdiagonal obtenemos la matriz topogena

Tx = ng) la cual coincide con la del Ejemplo






A-ESPACIOS Y TOPOLOGIAS SOBRE
GRAFOS

En este capitulo introducimos dos topologias de Alenxandroff sobre un
grafo [lamada topologia grafica (en el que suponemos que el grafo G =
(V, E) es localmente finito) y la topologia de incidencia. Estudiaremos
algunas propiedades sobre ambas topologias y sus relaciones con los
correspondientes grafos.

Buscar topologias que puedan inscribirse sobre los vértices de un
grafo, es un campo de trabajo que han tocado muchos autores, los
cuales buscaban que tipo de propiedades se podrian aplicar sobre los

grafos o las topologias para unir los conceptos de conexion.

6.1. ToPOLOGIAS SOBRE GRAFOS.

En esta seccion definimos dos topologias sobre un grafo, en las cuales,
supondremos que el grafo G = (V| E) es un grafo simple y sin vértices
aislados.

Recordemos que el conjuntos Ay es el conjunto de todos los vértices
adyacentes a x. Es evidente que x € Ay siy solosiy € A para todo
XYy EVyx¢ Ay paratodox € V.

6.1.1. ToproLOGIA GRAFICA.

En esta primera parte vamos a definir la topologia grafica y distintas

caracterizaciones y propiedades de sus entornos minimos.

Definicion 6.1.1. Definimos, la topologia grafica Sg como:
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Sg ={A : x € VL

Ya que G no tiene vértices aislados, tenemos que V' = UycyAy. Por
lo tanto S es una subbase para la topologia Tg en V (no es base en

gerenal), Ilamada topologia grafica de G.

Proposicion 6.1.2. Las topologias graficas de K,, y C,, son la discreta,
en el caso de C,, siy solosin > 5. Pero la topologia de P,, no es la
discreta, param > 3, pues contiene dos vértices de grado uno. También
la topologia grafica de K n es {0, V, Vi, V2}, donde Vi y V; son los
conjuntos partitos de K,,, ,,. Hacemos hincapié que todos los grafos

que en este escrito se mencionen seran localmente finitos.

Proposicion 6.1.3. Si G = (V, E) es un grafo localmente finito. En-

tonces (V,Tg) es un A-espacio.

Demostracion. Veamos que la interseccion arbitraria de conjuntos de
8 es abierto. Sea S C V. Six € NyesAy, entonces x € Ay para cada
y € S. Porlotantoy € A, paracaday € Sy porlotanto S € A,.
Como G es localmente finito, A y S son conjuntos finitos. Entonces

NyesAy es la interseccion finita de abiertos y por lo tanto es abierto.
|

Sea G = (V, E) un grafo. Entonces por la Proposicion 6.1.3, para
cada x € V, la interseccion de todos los abiertos que contienen a x
es el abierto mas pequeno que contiene a x (entorno minimo), que
[lamaremos Uy y la familia Bg = {U, : x € X} es la base minimal

para el espacio topologico (V, 7).

Proposicion 6.1.4. Sea G = (V, E) un grafo. Entonces se verifica que

Uy = Nyea, Ay y por lo tanto Uy es finito para todo x € V.

Demostracion. Ya que U, es el abierto mas pequeno que contiene a
x y 8¢ es una subbase para T, tenemos que Uy, = N,csA, para algin
subconjunto S C V. Esto implica que x € A, para cadaz € S. Por lo
tanto S C A, y por lo tanto x € Nea A, C Uy. Pero Uy es el abierto

mas pequeno que contiene a X. Y con esto se tiene la demostracion. B
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Corolario 6.1.5. Sea G = (V, E) un grafo. Entonces para todo x,z €
V se verifica que z € Uy si y solo si Ay C A,. Equivalentemente

U, ={zeV:A CA,}L

Demostracion. Por la Proposicion 6.1.4, z € Uy siy solosiz € Ay

paracaday € Ay siysolosiy € A, paracaday € A,. |

Proposicién 6.1.6. Supongamos que G = (V, E) es un grafo y que
x € V. Entonces U, C {x}U{y € V: d(x,y) = 2}y por lo tanto
U, NA = 0. En particular, U, C ASy A, C US. Mas adn,six,y € V

son adyacentes entonces U, N Uy, = (.

Demostracion. Sea z € U, \ {x}. Por la Proposicion 6.1.4, z € A,
para caday € A,, por lo tanto d(x,z) < 2. Si d(x,z) = 1 entonces
z € Ay y por el Corolario 6.1.5 z € A, lo que es una contradiccion. La
segunda parte de la Proposicion 6.1.6 es obvia.

Ahora, supongamos que X, Yy son adyacentes, entonces, tenemos
quey € A, donde A, esabierto. Luego U, C A,y por la primera parte
del Corolario, Ay C Ug. Por lo tanto U, C US o equivalentemente
U N Uy = 0.

Una consecuencia obvia de la Proposicion 6.1.6 (puesto que AS es
cerrado) es que para todo x inV se verifica que {x} C U, C Ay
A, CUS.

Finalmente el siguiente resultado es consecuencia trivial del Coro-

lario 6.1.5 y la Proposicion 6.1.3.

Corolario 6.1.7. Sea G = (V, E) un grafo. Paratodox,y € V, y € {x}
siysolosi Ay C A,.

Nota 6.1.8. Supongamos que G = (V, E) es un grafo, entonces (V, Tg)
es la discreta si y solo si U, = {x} entonces por por el Corolario 6.1.5
Ac € Ayy Ay € Ay para todo par de vértices distintos x,y € V.
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6.1.2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA TOPOLOGIA

GRAFICA.

En el siguiente resultado se comprueba que dos grafos isomorfos (ver

Definicion 2.2.14) tienen topologia grafica homeomorfas.

Proposicion 6.1.9. Si G; = (V1,E;) y G, = (V3, E3) son grafos
isomorfos entonces los espacios topologicos (Vi,7g,) y (V2,Tg,) son

homeomorfos.

Demostracion. Supongamos que ¢ : Vi — V5 es un isomorfismo
de grafos entre G; y G, ya que ¢ es una biyeccion, que ¢(Ay) =
Apx)y X € Viyque ¢(Ay) = Ap-1(yn» Y € Va. ¢ es abierta

abierta y continua y por lo tanto es un homeomorfismo. ]

El reciproco no es cierto, en general. Por ejemplo, C,, y K,, para
n > 4 no son grafos isomorfos, pero su correspondiente topologia
grafica es la discreta y por lo tanto son homeomorfos.

También podemos obtener dos grafos infinitos no isomorfos Gy y
G con la topologia grafica discreta. Sea P un camino infinito sobre
X7 —X2—X3..., K, el grafo completo en{x1, yz,..., Yn}paran > 5.
SeaV ={ya,..., Yn, X1, X2,...}ytomamos G; = (V, E(K, )UE(P)),
y G2 = (V,E(C,) UE(P)).

Proposicion 6.1.10. Sea G = (V, E) un grafo localmente finito. En-
tonces (V,Tg) es un espacio topologico compacto si y solo si V es

finito.

Demostracion. Por la Proposicion 6.1.4, U, es finito para todo x € V.
Por lo tanto si V es infinito, entonces Bg es un recubrimiento de

(V,TG) que no tiene recubrimiento finito. [ |

Recordemos que A(G) representa mayor grado de los vértices de

un grafo y 8(G) el menor grado de los vértices de un grafo.

Proposicion 6.1.11. SeaG = (V,E)ungrafoy T ={x € V: gr(x) =
A(G)}. Entonces T € Tg.
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Demostracion. Supongamos quex € Tyy € U. Se sigue del Corola-
rio 6.1.5 que A(G) = gr(x) < gr(y) y esto implica que gr(y) = A(G)
yasiy € T. Porlo tantox € U, C T luego x es un punto interior de T.
[

Proposicion 6.1.12. Sea G = (V,E)ungrafoyL ={x € V: gr(x) =
d(G)}. Entonces L es un cerrado en (V, Tg).

Demostracién. Por la Proposicion 6.1.3 y 3.1.4 se tiene que L =
UXeL{x_}. Supongamos que y € L. Asiy € x} para algun x € L.
Luego se sigue del Corolario 6.1.7 que gr(y) < gr(x) = 6(G). Por lo
tanto gr(y) = 6(G) ey € L. Luego L es cerrado. [ |

Proposicion 6.1.13.

1. Six es un vértice de corte en un grafo (no necesariamente conexo)
G = (V, E). Entonces {x} € Tg.

2. Si G = (V,E) es un arbol y x € V tiene gr(x) > 2, entonces
{X} € Jg.

3. Sea G = (V, E) un grafo conexo y C un conjunto separador mini-
mal de veértices que separa al grafo G en mas de una componente
conexa. Entonces C € Jg

Demostracion.

1. Si x es un vértice de corte en un grafo entonces G \ {x} divide
el grafo en dos componentes C; y C,. Ademas x € A, para
todo z € V tal que z € A, verificaAndose que A, = AST UAS2,
es decir A, puede descomponerse en dos conjuntos de vértices
adyacentes a x, de forma que cada uno esta en una componente
conexa (no existe ninguna arista entre las componentes C; y C;
porque entonces x no seria un vértice de corte). Luego al realizar

las intersecciones de los elementos de la subbase obtendremos
mzeAX/Az - {X}

2. Este apartado es obvio, pues si el cardinal de V > 2 entonces en
un arbol cualquier v € V con gr(v) > 2 es un vértice de corte,

luego por el apartado anterior, se tiene el resultado.
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3. Supongamos que G\ C tiene k > 2 componentes, G; = (Vi, E4)
parai=1,...,k. Todo vertice x € C tiene que ser adyacente a
vertices de al menos dos componentes diferentes, por ejemplo G
y G2, pues en caso contrario X no seria necesario para crear dos
componentes distintas y entonces C \ {x} seria un conjunto de
vértices separador con menos elementos que C. Supongamos que
Yty. Yk, = AN Vi y {z1,.. ., Yk, } = A N V2, entonces
tenemos que x € (11, Ay, CCUViyx € N2, A,, CCUV,

y por lo tanto

k1 k2
xe ((NAW([)Az) SCUMV NV, =C.

i=1 i=1

Luego x es un punto interior de C. |

Definicion 6.1.14. Un grafo G es veértice transitivo si para todo par

X,y € V(G), existe un automorfismo de G que lleva x a y.

Ejemplo 6.1.15.
Los grafos ciclos, los grafos completos y el grafo de Petersen son grafos

veértice transitivo.

Figura 6.1: grafo ciclo Cy4, grafo completo K4 y grafo de Petersen

Para los grafos veértice transitivos tenemos el siguiente resultado,
que nos da una condicion necesaria y suficiente para que su topologia

grafica sea la discreta.

Proposicion 6.1.16. Si G = (V, E) es un grafo vértice transitivo, en-
tonces (V,Tg) es un espacio topologico discreto si y solo si U, = {x}

para alglin vértice x € V.
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Demostracion. Sea v un vértice arbitrario de V. Entonces existe un
automorfismo ¢ : V — V sobre G tal que p(w) = v, w € V. Es
facil ver que Uy = ¢(U,) donde d(U,) = {d(u) : u € U,}. Por
lo tanto Uy, = Upv) = G(U,) = $(v) = {y}. Y con esto se tiene la
prueba. |

Sabemos por el Teorema 3.1.17 y por Apartado 1 del Ejemplo 3.1.12
que un A-espacio (X, T) es Ty si y solo si es discreto. Entonces la si-
guiente Proposicion nos da una condicion necesaria y suficiente para

que un grafo tenga una topologia grafica Ty.

Proposicién 6.1.17. Sea G = (V, E) un grafo. Entonces (V,Tg) es un
espacio Tp si y solo si A, # Ay para todo par de vértices distintos
x,y € V.

Demostracion. T es Ty si y solosix ¢ U, oy ¢ Uy para todo
X,y € V conx # y. Por lo tanto Tg es Tp si y solosi Ay € Ay o
Ay ¢ ay paratodox,y € V con x # y por el Corolario 6.1.5. Con lo

que la prueba se completa. |

Corolario 6.1.18. Sea T = (V, E) un arbol. Entonces (V,Tg) es To siy
solo si Ay # Ay paratodox,y € Vtalquex #yygr(x) =gr(y) =
1.

Demostracion. La prueba se sigue del segundo apartado de la Propo-

sicion 6.1.13 y de la Proposicion 6.1.17. |

Sea G = (V, E) un grafo localmente finito y sea el conjunto T& =
{U€: U € Tg}. Entonces TE es una topologia sobre V. Enunciamos la

siguiente proposicion para grafos finitos.

Proposicion 6.1.19. Sea G = (V, E) un grafo finito y sea g = {U° :
U € Tg}. Si G es un grafo conexo y Tg = T¢, entonces (V, T es un

espacio topologico discreto.

Demostracion. Sea A, el conjuntos de los vértices adyacentes a x
en G. Entonces el conjuntos de los vértices adyacentes de x en G es
(Ax U{x})¢, que es abierto en J5. Ya que T = Tg, tenemos que
(Ax U{x})¢ € Tg, luego A, U{x} € Tg. Por lo tanto U, C A, U {x},
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donde Uy es el abierto mas pequeno que contiene a x en Js. Por lo
tanto U, = {x}, pues Uy C AS por la Proposicion 6.1.6. Entonces
(V,Tg) es discreto. [ |

Nota 6.1.20. Obsérvese que TG = T. Y esto se puede interpretar
del siguiente modo: si G es conexo, la topologia grafica sobre G es la

topologia dual de la topologia grafica sobre G.

El siguiente ejemplo muestra como la topologia grafica del comple-
mento G de un grafo G con la topologia grafica discreta puede también

tener la toplogia discreta.

Ejemplo 6.1.21.
Tomemos G = Cs entonces G = Cs y ambos tienen la topologia

discreta.

6.1.3. FuncioNEs ENTRE GRAFOS.

En el transcurso de este capitulo, hemos visto que el isomorfismo de
grafos induce a un homeomorfismo de espacios topologico entre las to-
pologias graficas de cada uno de ellos. En esta seccion generalizaremos

este hecho.

Teorema 6.1.22. Sea G; = (V;,E) y G2 = (V2, E,) dos grafos y T,
y TG, las correspondientes topologias graficas,y f : Vi — V, una
funcion. Considerando que f es una funcion entre espacios topologicos

(V1,71) y (V2,T2) se tienen las siguientes propiedades:

1. f es continua siy solosi Ay C A, implica que A¢(y) C Agx)
para todo x,y € Vj.

2. Si f es cerrada e inyectiva, entonces A¢(y) € Ag(x) implica que
Ay € Ay paratodox,y € Vi.

3. Si f es sobreyectivay A¢(y) € Ag(x) implica que Ay C A, para

todo x,y € Vj, entonces f es cerrada.

Demostracion.
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1. Supongamos que f es continua, gracias al Corolario 6.1.5 basta ver
que siy € {x} entonces f(y) € {f(x)}. Pero esto es consecuencia
del Teorema 1.1.22.

Reciprocamente, para demostrar la continuidad, veamos que si
A C V; se tiene que f(A) C f(A). Por la Proposicion 3.1.4 A =
U,eal®t = U, ca {x}. Siy € Aexiste x € A tal quey € {x}. Por
hipotesis y el Corolario 6.1.5 se tiene que f(y) € {f(x)} C f(A),
luego f(A) C f(A) y asi f es continua.

2. Si f es cerrada e inyectiva y A¢) C Ag(x) por el Corolario
6.1.5 f(y) € {f(x)}. Como f es cerrada se tlene {f(x)} c f({x})
por la Proposicion 1.1.24, entonces f(y) € f({x}) y por lo tanto

y € f(f((x}) = {x}.

3. Supongamos que f es sobreyectiva y que A¢(,) € A¢(x) implica
que Ay C A, paratodox,y € Vi.Sea A C Vj un cerrado. Tene-
mos que A = A = Uxea{x} y por lo tanto f(A) = f(Uxen{x}) =
Uxeaf({x}), por ser (V1,7TG,). un A-espacio. Para probar que
f(A) es cerrada, basta ver que f({x}) es cerrado para todo x € A,

ya que todos son A-espacios. Tenemos que f({x}) = Utef(@)m.

Sea z € f({x}), veamos que z € f({x}). Como z € {t} para algiin
t € f({x}). Por lo tanto existe alginy € {x} tal que t = f(y).
Luego z € {f(y)}. Por ser f sobreyectiva, z = f(z;) para algln
z; € V. Por tanto f(z;) € {f(y)} lo que implica, por hipétesis
y por el Corolario 6.1.5 que z; € {y}. Como y € {x}, entonces
{y} ¢ {x} con lo que z; € {x}y asi z € f({x}). [ |

Corolario 6.1.23. Con notaciones del Teorema 6.1.22 f es un homeo-
morfismo si y solo si es biyectivay A, C A, siysolosi Agy) C Ag(x)
para todo x,y € V;.

6.1.4. CONEXION DE LA TOPOLOGIA GRAFICA.

En esta seccion, profundizaremos en algunas condiciones que nos ga-

rantizan la conexion de la topologia grafica de un grafo conexo G.
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En primer lugar es facil ver que si G = (V, E) es un grafo disconexo,

entonces (V, Tg) es un espacio topologico disconexo.

Proposicion 6.1.24. Sea G = (V, E) un grafo disconexo. Entonces el

espacio (V,7Tg) no es conexo.

Demostracion. Sea G; una componente conexa de G. Veamos que
V(G1) (conjunto de vértices de la componente G1) es un abierto y
cerrado de T¢. Es abierto pues para todo x € V(G;), U, C V(Gy),
ademas, es cerrado pues si x € V(G;), Uy C V(G;) donde G; es la
componente que contiene a x. ]

A lo largo de esta seccion se veran casos que prueban que el recipro-

€O ho es cierto.

Proposicion 6.1.25. Sea G = (V, E) un grafo con n vértices. Si G
tiene k vertices de grado n — k que forman un conjunto independiente,
entonces el conjunto de esos vértices es abierto y cerrado en (V,Tg).

En particular, (V, Tg) es disconexo.

Demostracion. Sea {xj,..., Xy} un conjunto independiente en G tal
que gr(xi) = n — k para cada i € {1,...,k}. Por lo tanto A, =
VA {x1,...,xx} paracadai € {1,...,k},yaque gr(x;) =n—ky

Xi no es adyacente a x1,...,Xk. Se sigue entonces de la Proposicion
6.1.6 que Uy, € Ay = {Xi,...,Xn} paracadai € {1,...,k}. Porlo
tanto, por un lado {x1,...,xn} es cerrado, ya que A, esta subbase de

la topologia, y por otro lado

k
qui ={X1,.. .y XK} (6.1)

i=1
es la union de conjuntos abiertos. Por lo tanto {x1,..., Xy} es tam-
bién abierto. [ |

El siguiente Corolario es consecuencia inmediata de la Proposicion
6.1.25.

Corolario 6.1.26. Sea G = (V, E) un grafo con n vértices. Si x € Ves
de grado m — 1, entonces {x} es abierto y cerrado en (V,Tg) y (V,Tg)

es disconexo.
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Proposicion 6.1.27. La topologia grafica de un grafo bipartito G =

(V,E), es disconexa.

Demostracion. Supongamos que (A, B) es una particion de V. Enton-
ces A = UyeAx Yy B = UycaAy. Por lo tanto (A, B) es una particion
en dos abiertos disjuntos de (V, Tg). |

Ya que todo arbol es un grafo bipartito, el siguiente resultado, se

tiene de forma directa de la Proposicion 6.1.27.
Corolario 6.1.28. La topologia grafica de un arbol es disconexa.

Corolario 6.1.29. Sea G = (V, E) un grafo. Si existe un vértice x € V

tal que A, es maximal y minimal en S, entonces (V, Tg) es disconexo.

Demostracion. Veamos en primer lugar que A, es maximal si y solo
si Uy es minimal. Para ello, supongamos que existe un z € V tal que
Ay C A, entonces por el Corolario 6.1.5 se tiene que z € U, y por
tanto U, € Uy como Uy es minimal en B¢ se tiene que U, = Uy y
aplicando de nuevo el Corolario 6.1.5 se tiene que x € U, si y solo si
A, C A,. Analogamente se obtiene el reciproco. Y por el Lema 3.4.7 se

llega al resultado. |

Corolario 6.1.30. Sea G = (V, E) un grafo k—regular. Entonces U
es abierto y cerrado en (V, Jg) para todo xinV. En particular (V, Tg)

es disconexo.

Demostracion. Para todo x € V tenemos |A,| = k, Por lo tanto A,

es maximal y minimal en 8. Y la prueba se tiene del Corolario 6.1.7. B

Proposicion 6.1.31. Sea G = (V, E) un grafo tal que para todo x,y €
V tenemos que x € A, 0 Ay C Ay 0 Ay C A,. Entonces (V,Tg) es

disconexo.

Demostracion. Por el Corolario 6.1.5 y la Proposicion 6.1.6 y si supo-
nemos suponemos cierta la proposicion. Tenemos que Uy N U, = 0
oUx € Uy o Uy C Uy paratodox,y € V.Seax € V un veértice tal
que A, es minimo en 8. Entonces U, es maximo en {Uy : y € V} por

la Nota ??. Sea W = Uyeux U,, entonces W es un conjunto abierto.
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Veamos que U, UW = V'y que U, "W = (). Primero, seay € V\ U,.
Por la definicion de W, tenemos que U, € W'y por lo tantoy € W.
En segundo lugar, supongamos que z € U, N W. Ya que z € W, existe
un verticey € Vtalquey ¢ Uy yz € Uy. Luego z € Uy, N Uy
Suponiendo que tenemos que U, € U, o U, € Uy. En ambos casos
vamos a tener que y € Uy, que es una contradiccion. Si U, C U,
entonces por ser U, maximo, tenemos que U, = Uy y por lo tanto
y € Uy, y si Uy C Uy es inmediato que y € U. Por lo tanto (Uy, W)

es una separacion para (V,Tg). [ |

Ejemplo 6.1.32.

Sea G = (V, E) un grafo. Supongamos que P = {x € V : gr(x) =
1} tiene al menos dos elementos que son adyacentes a dos vértices
distintos de V '\ P. Si V \ P es un ciclo con al menos 3 elementos,

entonces (V, Tg) es conexo.

Para probar esto, supongamos que P ={aj,...,ax}conk > 2. Es
obvio que V = U].f:1 Ua, y Ua, NUq; # () para todo i,j € {1,...,k}.
Supongamos que x € V' \ P, entonces existe y € Vy a; € P tal que
x€Ayey € Ag,, luego,x € Ay = Ug,, pues gr(a;) = 1.

Ahora supongamos que ai, a; son elementos de P tales que existen
distintos veértices yi, y; € V\ P cony; € Aq, yY;j € Ag,. Por lo tanto
Uq, = Ay, ¥y Ug; = Ay;. Yaque V' \ P es un ciclo con al menos 3
elementos, existe z € V\ P talquez € Ay, NAy; yz € Ug, NUg, con
U, N Uq; # 0.

Sea ahora V. = A U B con A y B conjuntos abiertos tales que
ANB =0yseaa; € Aya; € B. Entonces Uy, € Ay Uq € Blo

que implica que Uq, N Uq, = (). Y esto es una contradiccion.

Y por ultimo, finalizando esta seccion se plantea el siguiente pro-
blema; ;existe alguna condicion necesaria y suficiente para la conexion

de la topologia grafica?
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6.1.5. CoONDICIONES SOBRE EspAcios TOPOLOGICOS

PARA SER GRAFOS.

Definicion 6.1.33. Un espacio topologico (X, T) es llamado grafico,
si existe algun grafo G (localmente finito) con conjunto de veértices V'y

sin veértices aislados, tal que Tg = 7.

En esta seccion nos centraremos en mostrar que la propiedad de
ser un espacio topologico grafico es una propiedad topologica. Es decir,
que es invariante bajo transformaciones con homeomorfismos, y dare-
mos algunas condiciones necesarias y suficientes para que un espacio

topologico sea grafico.

Proposicién 6.1.34. Sea G = (V, E) un grafo y T la correspondiente
topologia grafica. Si (V';7T) es un espacio topologico homeomorfo a
(V,Tc), entonces (V’,T) es grafico. En particular, ser grafico es una

propiedad topologica.

Demostracion. Sea f : (V,7g) — (V/,T) un homeomorfismo.
Entonces (V’, T) es también un A-espacio. Construimos una estructura
grafica G’ = (V' E’) en V' con el objetivo de que f(x) sea adyacente
a f(y) en G’ siy solo si x es adyacente ay en G para todo x,y € V.
Entonces tenemos que f(Ay) = A{(,, para todo x € V, donde Ay
Af(x) son los conjuntos de los vértices adyacentes ax en G y a f(x) en
G’, respectivamente. Por lo tanto G’ es también un grafo localmente
finito. Probemos que T = Tg. Para ello, sea U, en (V,Tg) y U, (resp.
Vy)en (V',Tc/) (resp. en (V’, T)). Probemos que U, = V.. Como f es
un homeomorfismo, f(Uy) = V¢(x). Pero f también es un isomorfismo
de grafos de Gy G, por lo tanto f(Uy) = Ug,, con lo que se termina
la prueba. |

Sabemos que en una topologia grafica (V, Tg), Uy es finito para
cada x € V. Por lo tanto si un A-espacio (X, T) es grafico, entonces Uy
es finito. En la siguiente proposicion daremos una condicion necesaria

para que un espacio topologico sea grafico.



106 | 125 ToPoLOGIAS, RELACIONES BINARIAS Y (D1)GRAFOS.

Proposicion 6.1.35. Sea (V, T) una topologia grafica y sea Uy el abier-
to mas pequefio que contiene a x para todo x € V. Entonces U, # V.
En particular, {7} # V paratodox € V.

Demostracion. Sea G un grafoen V tal que Jg =T yseax € V. Ya
que G no tiene vértices aislados, tenemos que A, # () y por lo tanto
A¢ £ V. Por lo tanto U, # V por la Proposicion 6.1.6. |

El siguiente ejemplo muestra que la condicion de la Proposicion

anterior no es suficiente.

Ejemplo 6.1.36.
SeaV ={1,2,3,4}y

T={0,v,{1,,{4},{1,2,,{1,3}L,{1,4},{1,2,4},{1,2,3},{1, 3,4}}.

Tenemos que Uy = {1}, Uy ={1,2}, U3 ={1,3} y Uy = {4}. Sabemos
que Yy € {x} si y solo si x € Uy y por lo tanto 1y=1{1,2,3},{2} = {2},
@ = {3}y {1_} = {4}. Por lo tanto (V,7T) satisface la Proposicion

anterior para no es grafico.

La siguiente proposicion nos da una condicion suficiente para que

un espacio topologico finito sea grafico.

Proposicion 6.1.37. Sea (V,7T) un espacio topologico finito y Vy el
menor abierto que contiene a x para todo x € V. Si paratodo x,y € V,
Vy =Vy 0V, NVy =0, entonces (V, T) es grafico.

Demostracion. Construimos el grafo G = (V, E) como sigue

{x,y} € E <=V, NV, =0, paratodox,y € V. (6.2)

Paratodox € V consideramos U, en Tg y A,. Veamos que Tg = 7.
Sea x € V. Basta ver que U, = V. Por 6.2, tenemos que Ay = {z €
V:V, NV, =0} paratodoy € V. Por lo tanto y € U siy solo si
Ay CAysiysolosi{zeV: VNV, =0} C{zeV:V,NV, =0}
Supongamos que y € Uy \ Vx. Por lo tanto V, NV, = (), por otra parte
Vi = Vy yporlotantoy € V, que es una contradiccion. Luegoy € A,

pero A, C A,y estoimplicaquey € A que es una contradiccion. Asi
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que U, C V,. Reciprocamente, si y € V,, entonces V, = V,. Asi que
siz € Ay paraalginz € V, entonces V, NV, =0yasiVy, NV, =0.
Esto implica que z € Ay, luego A, C A,. Porlotantoy € Uy y
V, C Uy, lo que completa la prueba. |

El siguiente ejemplo muestra que la condicion dada en la Proposi-

cion anterior no es necesaria.

Ejemplo 6.1.38.
SeaV ={1,2,3,4}y sea

T=A{0,v,{14{2}, 35,{1,2},{1, 3},{2,3},{1,2,4}4,{1,2, 3}

Entonces (V, T) no satisface la condicion de la proposicion anterior,

pero es grafico.

Esta seccion la podemos terminar, dejando el siguiente problema
abierto; ;existe alguna condicion necesaria y suficiente que nos asegure

cuando un A-espacio es grafico?

6.1.6. ToPOLOGIA DE INCIDENCIA

En [15] se define una topologia sobre cualquier grafo G = (V,E),
sea 0 no localmente finito. No obstante dicha topologia es la discreta
si 8(G) > 2, por lo que su interés es muy limitado. Desde luego no
corresponde en absoluto a la idea de Bretto o Prea sobre topologias
compatibles que detallaremos en las siguientes secciones.
Indicaremos a continuacion propiedades mas destacadas de la to-

pologia de incidencia.

Definicion 6.1.39. Dado un grafo G = (V, E) sin vértices aislados

para cada e € E, sea I, el conjunto de sus veértices. La familia

SIG :{Iel QGE}

es una subbase para las topologia T1g sobre V, llamada topologia

de incidencia.
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Luego esta forma de definir una topologia sobre un grafo es muy
limitada, pues solo tienen relevancia los grafos que tengan algun vértice
de grado uno, ya que en otro caso, la topologia que se genera es la
discreta. A lo largo de esta seccion los grafos que se consideran en la
mayoria de resultados cumpliran que al menos uno de sus vértices

tiene grado uno.

Ejemplo 6.1.40.
Si G = (V, E) es el grafo de la figura 6.2 entonces

S1c ={{vi,vah{v2 va} {va, val}
y haciendo uniones e intersecciones podemos construir la topologia

(J'Ig.

€1
Vi @———0 V2

Vs @@ V3
€2

Figura 6.2: Dos vértices de grado 1y dos vértices de grado 2.

Nota 6.1.41. Notese que si gr(v) > 2, entonces {v} € T1g, ya que {v}

es la interseccion de al menos dos aristas que inciden en v
Proposicion 6.1.42. (V,71g) es un A-espacio.

Demostracion. Seav € V, si gr(v) > 2, entonces U, = {v} es el
entorno minimo de v, y si gr(v) = 1 entonces U, = [,, siendo I, la

Unica arista que incide en v.

Proposicion 6.1.43. En (V,T1g) se puede expresar la clausura de un

punto como:
M=MuweV:weA,, grw) =1}

Veamos la Figura 6.3 {vi} = {v1}y {v2} = {x, y}.
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X Y
] [ ]
\VaRT
[
vz\w

o—O0—0
V3 Va

Figura 6.3: Diferencia entre la clausura de vy yv;.

Demostracion. Esta demostracion la haremos por casos. Si gr(v) =1
osi gr(v) = 2y no existe ninglin x € A, tal que gr(x) = 1 es facil ver
que {v} = {v}. Ya que no existe ninglin abierto que los contenga mas
que sus respectivos definidos por la Topologia de Incidencia.

En el caso en que gr(v) > 2 y existen en sus adyacentes algun
vértice con grado uno, entonces existiran al menos dos abiertos que
contengan a v, aquellos que se generan a partir de los veértices adya-

centes de grado uno y el que genera el propio v. blacksquare

Corolario 6.1.44. En (V,T1¢) se tiene que la clausura de una arista

{w,v}convw € E(G) es

wyvi={v,wlu{fueV:ue A,UA,, gr(u) =1}

la demostracion se tiene considerando que la clausura de {w, v}

como la union de las clausuras de vy w.

Proposicion 6.1.45. Sea I = {w, v} entonces:
I} = UNu, ueA,UA,, gr(u)=1.

Demostracion. Esto se tiene directamente considerando como se

definen los entornos minimos de los vértices de grado uno. |
Proposicion 6.1.46. Sea I = {w, v} entonces I es abierto y cerrado.

Demostracion. Basta probar que es abierto. Para ello diferenciaremos

varios casos:
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1. Si I ={w, v} tal que gr(v) > 2y gr(v) > 2. Entonces
M ={v,wju{ueV:uecA,UA,,gr(u) =1}

Donde V es el conjunto de veértices del grafo. Y a su vez, esto

puede expresarse como
= UNu, ueA,UA,, gr(u)=1.

Luego la clausura puede ponerse como union de conjuntos abier-

tos, y por lo tanto el conjunto es abierto y cerrado.
2. Si I ={w,v}tal que gr(v) > 1y gr(v) > 2. Entonces
{I={v,wlU{ueVv:ueA,, gr(u) =1}
Y por lo tanto, aplicando lo mismo de antes,
I = UNu, ueA,gr(u=1.

Por lo mismo de antes, se tiene que este conjunto es abierto y

cerrado.
3. Si I ={w,v}tal que gr(v) = gr(v) = 1. Esta caso es trivial.
[ |

por tanto la topologia de incidencia es mas pobre que la topologia
grafica, como anunciabamos al principio de la seccion.
La topologia de incidencia sera conexa si el grafo que estudiamos

es del tipo Ky ; conm > 1.

Ejemplo 6.1.47.
consideremos G = Ky ;,, con m > 4 este grafo es de comparabilidad...

(moverlo al final) veamos quien es 84

6.2. TOPOLOGIAS COMPATIBLES SOBRE

GRAFOS.

Ante la pregunta que planteamos sobre la caracterizacion de la co-
nexion de la topologia grafica, surge el siguiente concepto; topologia

compatible sobre un grafo.
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Definicion 6.2.1. Una orientacion en G = (V, E) es un preorden (una
relacion reflexiva y transitiva), en sus vertices tal que dados x,y € V,

entonces {x,y} € Esiysolosix <yoy < x.

Por comodidad al representar una orientacion en un grafo, lo hare-

mos sin poner los bucles en cada vértice.

Definicion 6.2.2. Un grafo de comparabilidad es una grafo no dirigido
en el que es posible orientar cada arista de forma que el grafo resultante

(G = (V, E)) tiene las siguientes propiedades:

1. Antisimeétrica: Si la arista u — v existe, entonces v — U no

existe.

2. Transitividad: Si las aristas u — vy v — w existe, entonces
u— w.

Equivalentemente, un grafo no dirigido G = (V, E) es un grafo de
comparabilidad si existe una orientacion en G. Un grafo de comparabi-
lidad es un grafo no dirigido que conecta pares de elementos que son
comparables entre si bajo una relacion de orden.

También un grafo de comparabilidad es un grafo no dirigido que
puede orientarse de tal manera que exista un camino de x a y, entonces
(x,y) sera una arista del grafo. Y llamaremos a esta orientacion, una

orientacion compatible en G.

Ejemplo 6.2.3.

Los grafos ciclos C,, con n impar no son grafos de comparabilidad.

Los grafos de comparabilidad tienen gran importancia en la teoria
de grafos y combinatoria. Han sido estudiados en problemas teoricos

como en [11] o en aspectos algoritmicos en [12, 13].

Ejemplo 6.2.4.
En la figura 6.4 vemos un grafo de comparabilidad G y sus preordenes

representados por diagramas de Hasse

Nota 6.2.5. Obsérvese que dado un grafo de comparabilidad, puede

estar asociado a distintos preordenes sobre el conjunto de sus vértices.
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G

(0
' 2 30|06 2 30\@07 1 ®6 1 7

1 5 52 3@ @5 2 30 @5

° 1 5 52 410 @6 2 30 @5
a‘ a 2 30/@6 2 30/07 1 e 7 1 7
410 07 410 @6 30 @5 4 6

Figura 6.4: Preordenes asociados a un grafo de comparabilidad

Dentro de los grafos de comparabilidad, encontramos un resultado
conocido como Teorema de Gallai, cuya prueba podemos encontrarla
en [27].

Teorema 6.2.6. Un grafo G es un grafo de comparabilidad si y solo si
no contiene a ninguno de los grafos de la figura 6.5, o ninguno de los

grafos complementarios de los grafos de la figura 6.6.

Definicion 6.2.7. Sea T una topologia sobre el conjunto de los vértices
V de una grado G = (V, E). Entonces se dice que T es compatible, si

los subespacios conexos de (V,T) son los mismos que los subgrafos

inducidos de G(V, E).

Proposicion 6.2.8. Sea G = (V, E) un grafo y T una topologia sobre

V. Entonces son equivalentes:
1. T es compatible.
2. Paratodo {x,y} € E(G), {x,y} es T-conexo.

Demostracion. Basta probar que 2) implica 1). Supongamos que exis-
te W C V tal que el grafo inducido G[W] C G es conexo pero no
T—conexo. Entonces existirian O, O’ € T tales que O NW # () #
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2n

' pz2

Figura 6.5: Grafos prohibidos.

O'NW, (ONW)IU(0O'NW) =W,y (ONWNO') = ). Seax € ONW
ey € O’ NW. Por se G[W] conexo existiria un camino de x a y sin
aristas ni vertices repetidos, x = xoX7...Xn =Y. Sil <i<n—1
es el mayor indice tal que x; inO N W, xi11 ¢ O N'W, y por tanto
Xi+1 € O'NW. Luego, O Nxi, xi+1y O'MNxy,Xi41 seria una particion
por abiertos de xi, X1 y este conjunto seria conexo.

[ |

Proposicion 6.2.9. Sea T una topologia compatible sobre G, tenemos

las siguientes propiedades:

1L 3N Nyex, V=X UA..

2. Tes Ty siy solosi xIU Nven, V =1{x}
Demostracion.

1. Se prueba por doble inclusion:

U (N(V; VeNT)) c (x}UA,.
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Figura 6.6: Grafos cuyos complementarios son prohibidos.

Supongamos que Y € {x} con x # y, por el Lema 3.4.2 {x,y} es
una conjunto T—conexo. Por lo tanto {x,y} € Eey € {x} U A,.

Siy € N{V; V € N7}, entonces x € J pues todo entorno de x
contiene a y. Asi que, de nuevo por el Lema 3.4.2 se tiene que

{x,y} es T—conexo y ademas se tiene que y € {x} U A,.

Veamos ahora que

JUA,. c XJU (N{V; VeNT).

Siy € Ay, entonces {x,y} € E(G), luego por ser T compatible
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{x,y} es T-conexo. Por el Lema 3.4.2,y € {x}, 0o x € {y}. Si se
da el primer caso ya hemos terminado, y si se da que x € [yles

porquey € N{V; V € N7}y se sigue el resultado.

2. Supongamos que T es To, y quey € {x}N (Nyven, V),asix € yl
ey € {x}, luego y = x y se tiene que {x} N (Myex, V) =1{x}
Reciprocamente, si se tiene que x}U (Mvex, V) = {x} supon-

gamos que X # Y, entonces o bieny ¢ {x} oy ¢ Nvex, V por
tanto T es Ty

Veamos a continuacion que toda topologia compatible sobre un gra-
fo localmente finito es una A-topologia. Para ello, se usara el siguiente

resultado

Teorema 6.2.10. Sea T una topologia compatible sobre G, tenemos

las siguiente propiedades:

1. Si T es una A-topologia entonces XTUU, = {x}UA, y {x}UA,

es un entorno conexo de x.

2. Si G es un grafo conexo y localmente finito, y J es una topologia
compatible sobre G, entonces {x} U A, € Ng, para todo x €
V(G).

Demostracion. Para un elemento x € X la componente conexa de
X\ Ay son {x} y (Ci)ier- {x} U Ci no es un conjunto conexo (por
construccion), asi x ¢ C;. De esto, existe V; € Ny tal que Vi N C; = 0.
Sea W = ¢
W C{x}UA,.

Vi, tenemos que paratodoi € I, WN C; = () asi

1. Si T es una A-topologia entonces W € Ny y {x} N A, es un
entorno de x. Y en efecto U, = (ycn, V., luego Mul, =
{x}UA, y {x}UA es T-conexo, por ser {x} U A es un subgrafo

conexo de G.

2. Paracada x € V(G), {x} es una componente conexa de G \ A,.

Si {Ci}ie1 es la familia formada por el resto de componentes, [
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es finito, pues al eliminar cada vértice y € A, pueden quedar
como maximo gr(y) — 1 componentes distintas de {x}. Entonces
Il < 2 yea, (gr(y) — 1), por otra parte, cada C; es cerrado,
y como x ¢ Gy, existe V; € N7 tal que V; C V(G) \ €. Si
Wi = Nic1 Vi, Wi es T-abierto, y como W N C; = () para todo
ie LW C{x}UA,, luego {x}UA, € N7.

Teorema 6.2.11. Si G es un grafo conexo localmente finito y J es una

topologia compatible sobre G, entonces T es una A-topologia.

Demostracion. Paracadax € V(G) lafamilia{NN({x}UAL)); N €
N, } es una base de entornos de x con un nimero finito de elementos,
pues tiene como maximo tantos conjuntos como P({x} U A,), por lo

que la interseccion de esos elementos es el entorno minimo de x. W

Nota 6.2.12. El reciproco del Teorema 6.2.11 no es cierto en general

como se vera en el Ejemplo 6.2.18.

El siguiente resultado, que es fundamental para grafos localmente

finitos, puede encontrarse mas detalladamente en [9,10].

Teorema 6.2.13. Sea G = (V, E) un grafo, las siguiente propiedades

son equivalentes:
1. G admite una topologia compatible 7.
2. G es un grafo de comparabilidad.

Demostracion. Veamos que 1 = 2. Aplicando el Teorema 3.5.2 se
obtiene una A-topologia A7 que tiene los mismos conexo binarios que
J por la Proposicion 6.2.8 la topologia A7 es compatible sobre G. Apli-
cando el Teorema 3.5.4 obtenemos una A-topologia Ty, Ao, que también
es compatible pues tiene los mismos conexos que AT, verificandose
que T < Ap.

Sea < el orden de especializacion sobre V. Esta relacion es una
relacion de orden parcial por ser Ay una topologia Ty. Veamos que G

es un grafo de comparabilidad asociado a <. Si {x,y} € E, entonces
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{x,y} es un conjunto conexo para Ay, y por tanto, por el Lema 3.4.2
Yy € {7} (S {y_}, es decir x <y oy < x respectivamente.

Reciprocamente si x < Y,y € {xJ, luego {X,y} es un conjunto
conexo para Ao y por lo tanto, también para T, ademas {x,y} € E. Si
Yy < x se razona del mismo modo.

Veamos ahora 2 = 1. Sea < un preorden en V verificando que
x <yoy < xsiysolosi{x,y} € E. Este preorden puede ser asociado
a una topologia de Alexandroff A definida por, {x} ={y € V: x < y}.
Luego por le Proposicion 3.4.3 {x,y} es un conjunto conexo para A siy
solosiy € {x}ox € {y}, por la definicion de las clausuras esto equivale
aquey < xox <y, lo que por hipotesis equivale a que {x,y} € E.

Para finalizar, basta tener en cuenta la Proposicion 6.2.8. |

La siguiente proposicion relaciona las topologias compatibles y las

A-topologias generadas.

Ejemplo 6.2.14.
Sea T una topologia compatible sobre un grafo G, denotamos por A
las topologia de Alexandroff generada por Ty por Ay la A-topologia

Ty generada. Tenemos las siguientes propiedades.

1. A, A~y Ao, Aj son compatibles. Sea J una topologia compatible
sobre G = (V, E). Como AT tiene los mismos conexos binarios
que T, por la Proposicion 6.2.8 A también es compatible. Ademas,
Ao la cual se obtiene aplicando el Teorema 3.5.4, también es
compatible por tener los mismos subconjuntos conexos que A.
Por otra parte, como las topologias duales tienen los mismos

conexos (por el Teorema 4.1.9), A~ y Aj son compatibles.

2. Por la Proposicion 4.1.11 sup (Ao, Ay) = D (topologia discreta),
ya que Ay es un A-espacio Ty. Luego, esta topologia sobre V(G)
no es compatible si G tiene al menos dos aristas, pues tendria al

menos dos subconjuntos conexos binarios.

3. Si G es conexo, (V(G),T) seria conexo, y por el apartado 1) lo
serian A, Ao, A~y Aj. Luego por la Proposicion 4.1.11inf(A, A™) =
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Tindiscreta = iNf( Ao, Ag). Pero si G es bipartito y [E| > 3, enton-
ces existen tres vértices en G, x, y, z, tales que G[{x,y, z}] no

tiene aristas y por tanto no sera conexo en Jindiscreta-

Proposicion 6.2.15. Si T es una A-topologia Ty compatible, es maximal

en conjunto de las topologias compatibles.
Demostracion. Es obvio gracias a la Proposicion 3.5.8. |

Como todo grafo bipartito es un grafo de comparabilidad, admite
una topologia compatible. En el siguiente resultado se obtendran dichas

topologias.

Teorema 6.2.16. Sea G = (Vj, V5; E) un grafo bipartito localmente

finito , se tiene:

1. Si [E| = 1 existes tres topologias compatibles, T4, T = {0, V5 U
VZ) Vl} Yy T = {@, V1 U VZ) VZ}

2. Si|E| > 2 existes dos A-topologias compatibles:

a) La topologia T7 en la que los entornos minimos UY" = {x}
parax € Vi y UT" = {x} U{A,} parax € V,.

b) La topologia T, = T7 en la que UJ2 = {x} parax € V, y
UT2 = {x} U{A,} parax € V;.

Demostracion.

1. Si{x,y} es la Unica arista de G, entonces V; = {x}y V> = {y}.
De las cuatro topologias sobre {x, y}, solo las indicadas pueden

ser compatibles, pues ({x,y}, T4is) no es conexo.

2. Comprobemos solo que T es compatible, pues que T~ lo es
se demuestra del mismo modo. Por la Proposicion 6.2.8, bas-
ta comprobar que si {x,y} € E entonces {x,y} es T es cone-
xo. Pero {x,y} € Esiysolosix € Vi ey € Va,y por tanto
Uy N{x,y} = {x} y Uy N{x,y} = {x,y}, luego {x,y} no admite

ninguna particion por abiertos disjuntos.
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Por otra parte, si T es una topologia compatible sobre G, T es
una A-topologia, y si UJ es el entorno minimo de x en 7, por el
Teorema 6.2.10 {x} U A, € N7, luego {x} C U C {x}UA,.

Veamos que para todo x € V; U V;, se cumple que uf{ ={x}o
UJ U A,. En efecto, supongamos que UY # {x} y que existe y €
A \ UJ. Por ser G bipartito, ha de ser A, N Ay = (). Pero como
{x,y} € E, {x,y} es T-conexo y entonces ha de ser U] N U = 0.
Puesto que UJ N Ug C {x,y}, hade ser U Cc UI N Ug = {x},

contradiccion con que se ha supuesto que UJ = {x}.

Por Gltimo, comprobemos que si x € V; y UJ = {x} entonces
ug = {y} para todos los vértices y € V7, y solo para ellos se
cumple que ug = {y}. Por ser G conexo y |E| > 2 existe un
camino (arco) x = z1z; - - - z, =y de forma que los vértices in-
termedios esta alternativamente en V7 y V>, por lo que podemos
reducirnos al caso en que el camino sea xzy. Pero UJ # {z}, ya
que, al ser z € A, {x,y} es T conexo. Por tanto, U] = {z} UA,,
y si ug ={ylU A, sera U] N ug = {y, z}. Pero entonces nece-

sariamente A, = {z} y A, = {y}, contradiccion con ser x € A,.

Se llega asi a que si x,y € V, U] = ug si y solosix,y € V;
0X,Yy € V, Por tanto T = T si existe x € V; con u;{ ={x}o
T=Tsix €V, conUI ={x}.

Nota 6.2.17. Obsérvese que si G es bipartito y conexo, las dos Unicas
orientaciones posibles de sus aristas, es decir, las dos Unicas relaciones
de orden parcial en el conjunto de sus vértices son las indicadas en las

siguientes figuras
[ [ [ ] ® V,

Figura 6.7: Orden descendente
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@ [ o ® V,
Figura 6.8: Orden ascendente

Esto es asi porque si en un veértice de V7, por ejemplo hubiese una
flecha entrante y otra saliente, habria una arista entre dos vértices de
V..

Si se da la situacion de la Figura 6.2.17, la A-topologia T cuyo orden
de especializacion es el representado, verificaria que UJ si x € V7 y
UT = {x} si x € V5. Es decir, T seria la T, del enunciado anterior.

No es necesario que un grafo sea localmente finito para la existencia
de una topologia compatible en el conjunto de sus vértices, como se

comprueba en los siguientes ejemplos

Ejemplo 6.2.18.

Sea G el grafo bipartito (grafo estrella) G = (V, E), donde V = V; UV,
siendo Vi = Qy V; = {*}, con x ¢ Q. Se puede representar G en R?,
tomando V; = Q x {0} y x = (0,1). Sea T, la A-topologia punto x

incluido, es decir

T, ={0}u{O CV; % € O}

En esta A-topologia, se tiene que Ul = {x} y UJ- = {*,q}. Por
tanto{x} =Vy{q} ={ql,y T.es To.

Obsérvese que (V,T,) es conexo. Mas aun, C C V es T,—conexo
siy solo x € C, pues si *x € C, dos abiertos propios de T,|c se cortan, y
si x ¢ C, T,|c es la topologia discreta. Por tanto 7, es una topologia
compatible sobre V, ya que dado S C V, con |S| > 2 G[S] es conexo si
y solosi x € S.

La topologia T es la topologia punto * excluido, es decir

T, ={Viu{OcCV;0cCaQql.
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Y es también una topologia compatible sobre V. Se tiene que
sup (7T, T;) = Tqis e inf(T,, T, ) = Ting.

Podemos construir otras dos topologias teniendo los mismos con-
juntos conexos con dos elementos. Sea T una topologia compatible (no
necesariamente de Alexandroff) en V.

Para esta topologia el subespacio Q) es totalmente disconexo. En
efecto, si A C () es conexo para la topologia inducida sobre Q, A es
conexo para la topologia T sobre V. Pero x ¢ A, asi el cardinal de A es
menor o igual que uno.

Si T es totalmente disconexa sobre (). Podemos encontrar dos

topologias asociadas con 7.

1. La primera topologia T3, donde los abiertos de esta topologia
son {0} U{U U {x}, U es un abierto de T}.

2. Lasegunda topologia T3, donde sus abiertos estan definidos de la
siguiente forma, {V}U{U, U son abiertos de T} (Estas topologias
no tienen que ser de Alexandroff).

Tenemos mdltiples opciones para T, por ejemplo, podemos tomar la
topologia discreta ‘D, o la topologia T, en la cual una base de abiertos
viene dada por [x,y) ,x,y € @, o la topologia T_, cuya base de abier-
tos viene dada por (x,yl, x,y € Q, o la topologia usual Ty sobre Q
(asociada a la distancia usual sobre @), o la topologia p-adic (asociada

con la distancia p-adic sobre Q)), etc...
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